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1 Entropi og temperatur

1.1 Ligevaegt og temperatur

Spinsystemer er velegnede til at illustrere temperaturbegrebet. I det fglgende skal
vi se pa ligevaegten mellem to delsystemer, der hver bestar af magnetiske ioner
med spin 1/2, anbragt pa bestemte pladser i et krystallinsk gitter. Systemerne er
pavirket af et ydre magnetfelt B. For de enkelte magnetiske ioner er energien +uB
eller —u B, afhengigt af om spinnet peger i modsat eller samme retning som feltet
(vi antager, at spinnet og momentet peger i samme retning).

Lad os forst betragte et isoleret system af N ioner, idet N for nemheds skyld
antages at vaere et lige tal. Antallet af mader, hvorpa en konfiguration med (N/2+m)

spin i den ene retning (og (N/2 —m) i den anden) kan fremkomme, er

Y
A= NN =) (11)

Systemets energi er givet ved det overskud 2m af spin, der peger i feltets retning

eller
E = —-2mubB. (1.2)

Nar m er meget mindre end N, kan vi benytte folgende approksimation til (1.1)

N o2
AT ~ W@ N, (1.3)

Gyldigheden af denne approksimation ses ved at benytte

~ N(In2 — 1[(1+ 22) In(1 + 22) + (1 — Z2)In(1 — Z2)))
~ N(In2— %mj), (1.4)

der eftervises ved brug af Stirlings formel (se Appendix A) og raekkeudvikling af

logaritmefunktionen. Bemeerk, at
2N = Jmax /OO €_2m2/N dm7
—00

hvor guax er N!/[(N/2)!]%.
Vi skal nu se, hvad der sker, nar ét spinsystem (energi E, antal spin /NV;) bringes
i kontakt med et andet (energi Es, antal spin N,), saledes at de to systemer kan ud-

veksle energi. Vi opskriver den statistiske veegt AI'(IV, m) for totalsystemet svarende



til et samlet partikeltal N = N; + Ny og en energi, der er E(m) = E1(my)+ Ea(ms).

Da my + my er givet ved den faste veerdi m, bliver den statistiske veegt

AF(N, m) = ZAFl(Nl,ml)AFQ(NQ,m—ml). (15)

mi

Det fremgar nu, at de enkelte led i summen er proportionale med

¢ 2m3 /N1 g=2(m=m1)* /N2 (1.6)

der har maksimum, nar den afledede af eksponenten med hensyn til m; er nul. Den

tilhgrende veerdi af m; ses at veere

Ny

T NN, (1.7
mens N
_ 2 _

My =My = —————M = m — M. 1.8
2 2= N+ N, 1 (1.8)

Idet entropien af delsystemerne er givet ved

2m? ,

S;=N;(In2— N2) ;o i=1,2 (1.9)

inden de to delsystemer bringes i kontakt, ser vi at den mest sandsynlige tilstand for

totalsystemet (bestaende af de to delsystemer, der kan udveksle energi) fremkommer,

e S, 05,
0B, 0B,

Betingelsen (1.10) udtrykker, at temperaturerne af de to delsystemer er ens, nar

(1.10)

totalsystemet er i ligevaegt, svarende til den mest sandsynlige tilstand givet ved
mq :ml, mo =M — Mj.

Ovelse
Vis at tilveeksten i entropi er proportional med (m; — m;)?, nar de to delsystemer

bringes i kontakt med hinanden, og find stgrrelsen af proportionalitetskonstanten.

Vi har ovenfor fundet den mest sandsynlige veerdi af m; og vil nu bestemme
spredningen, idet vi vil finde sandsynligheden for, at m; adskiller sig fra den mest
sandsynlige veerdi med et bestemt belgb 0. Sagt pa en anden made, vi vil undersgge

fordelingen af ¢ defineret ved
5:m1 — My = My — M. (]_]_1)
Ved at raekkeudvikle ATy Ay 1 (1.5) omkring dens maksimum, ses det at faktoren

67252/]\717252/1\[2 (112)



angiver forholdet mellem veerdien af AI'y AT’y for et givet  og maksimumsveerdien
hgrende til § = 0.
Veelger vi Ny = Ny = 10?* og § = 10" bliver (1.12) lig med

_40000 10—17372 (1.13)

Dette tal er sa lille, at sandynligheden for at observere en fluktuation af den angivne
stgrrelsesorden kan szettes til at veere nul. Universets alder er ‘kun’ 10'® s, og selvom
man kan regne med, at systemets tilstand kan sendre sig 103 gange i sekundet

024

(hvis relaksationstiden for et enkelt af de i alt 10?* spin antages at veere 107'%s)

betyder dette, at vi skulle vente 107336

s for at se sa stor en veerdi af d! I praksis er
sandsynligheden derfor nul.

Helt anderledes stiller sagen sig, hvis § = 10'2. Som vi kunne vente, er det
storrelsen af § i sammenligning med /N, der er afggrende for, om fluktuationerne

omkring den mest sandsynlige vaerdi har nogen betydning.

1.2 Entropi og tilstandstaethed

I det fglgende skal vi se, hvorledes entropien af en fortyndet ideal gas kan bestem-
mes ud fra tilstandstaetheden. For en fortyndet ideal gas af N identiske partikler er
antallet af tilstande I'(E) med energi mindre end E givet ved

VN1
D(B,N,V) = v /dp1 /de, (1.14)
hvor integrationen udstraekkes over omradet afgreenset af
N 2
= 2m

Partiklernes masse kaldes m. Faktoren N! i naevneren i (1.14) tager hensyn til,
at de N partikler er identiske. Da partiklerne ikke er skelnelige, ma vi regne to
konfigurationer, der blot adskiller sig ved, at to partikler i f. eks. 77, p; og 75, ps er
byttet om, for samme tilstand. Det samlede antal tilstande fas derfor ved at dividere
forholdet mellem faserumsvolumenet og 3" med antallet af permutationer N! af de
N identiske partikler.

Ved at indfgre rumfanget Cy af en enhedskugle i d dimensioner! bliver " givet

ved
VN (2mE)*N/?

h3N N BN

Vi kan udtrykke volumenet af en kugle i d dimensioner ved gammafunktionen I'(z) (der ikke

['(E) = (1.15)

ma forveksles med den ovenfor indfgrte funktion I'(E)) ved folgende reesonnement: Idet volumenet

af en d-dimensional kugle med radius 7 betegnes V; = Cyr?, er kuglens overfladeareal Sy a&benbart



Tilstandstaetheden [V = dI'/dE er da

3NT
M= —— 1.16
o) (1.16)
og antallet af tilstande AI' hgrende til intervallet AE er dermed

NT

Har vi f. eks. 10! argonatomer i et volumen V pa 1 cm? ved stuetemperatur, ser
man, at ['(E) for E' = 3NkT/2 (se nedenfor) er et fantastisk stort tal. Som det vil
fremga, er det ligegyldigt, om vi identificerer entropien (divideret med k) med In AT’
eller med InT', idet

InAT' = In(3N/2) + In(AE/E) + InT. (1.18)

De to forste led pa hgjre side af (1.18) er helt forsvindende i sammenligning med

det sidste, der ved brug af Stirlings formel kan skrives som
InI" = N[In(V/N) 4+ 31In(E/N)/2 + konst.]. (1.19)

Bemaerk, at nevneren N! i (1.14) sikrer, at entropien bliver en ekstensiv stgrrelse.

Entropien er da givet ved
S=kInT' ~ NEk[In(V/N) + 3In(E/N)/2]. (1.20)

Strengt taget bgr vi beholde konstanten fra (1.19) i (1.20) for at kunne tage loga-
ritmen af dimensionslgse tal. Denne konstant er imidlertid uden betydning for den

afledede af entropien med hensyn til E, givet ved

oS 3Nk
(38)vw = 35 (1:21)
Ligeledes fas
oS NE
(&) en = 7 (1.22)

Sa(r) = dVa(r)/dr = dCyr?~!. Integralet

Id = \/dwl ‘e / dmdeia(I%J’»Ii)

kan udregnes pa to forskellige mader, 1) ved direkte integration over de variable x1, 3, - - - 24, hvoraf

det folger, at I; = (7/a)¥?, og ii) ved overgang til sfaeriske koordinater, hvorved integralet bliver
= / drSy(r)e—" = CuT (1 + d/2)a~ /2,
0

Heraf folger, at Cy = (m)¥/2/T'(1 4 d/2).



Idet (1.21) identificeres med 1/7T og (1.22) med P/T , hvor T er den absolutte
temperatur, mens P er trykket, ses det, at (1.22) er tilstandsligningen for en fortyn-
det ideal gas, mens (1.21) angiver sammenhengen mellem gassens middelenergi og

temperaturen.?

1.3 Lagrange-multiplikatorer

Nar en funktion skal maksimeres under hensyn til givne band, er det bekvemt at
benytte Lagrange-multiplikatorer. I det fglgende skal vi anvende metoden pa en
funktion af to variable, men brugen af Lagrange-multiplikatorer kan uden videre
generaliseres til funktioner af flere variable.

Lad os forsgge at finde maksimum for funktionen F'(z,y) under hensyn til, at de

to variable x og y ikke er uafthaengige, men tilfredsstiller betingelsen
A(z,y) = 0. (1.23)

Pa grund af bandet (1.23) er y en funktion af z, y = y(x), hvad der medfgrer, at F' er

en funktion alene af z. En ngdvendig betingelse for, at funktionen har maksimum,
er derfor IF(ey(x) OF OF dy(x)
T, Y\T yx

- 4 =0. 1.24

dx ox + oy dx ( )

Ifplge (1.23) er den afledede af A(z,y(z)) med hensyn til = lig med nul,

dA _0A | 04dya)
de  Oxr Oy dx

hvoraf dy/dx kan findes og indsaettes i (1.24). Hermed bliver betingelsen (1.24) givet

ved

=0, (1.25)

OF OF 9A/0x

or Oy 0AJoy

Vi skal nu se, at man far samme resultat som (1.26) ved at behandle = og y som

(1.26)

uafhaengige variable og maksimere funktionen

hvor « er en konstant. Vi har nemlig
oG  OF 0A
0=—=——-—a— 1.28
dr  or or (1.28)

og
_9G _9F  0A

_ = _dr 94 1.2
oy 0Oy aﬁy (1.29)

2T modseetning til Landau og Lifshitz benytter vi her i noterne og opgaverne en temperaturskala
og ikke en energiskala for T', dvs. Boltzmanns konstant k£ er medtaget i alle udtryk.



Ved elimination af o i (1.28-29) fas resultatet (1.26). Man kalder « for en Lagrange-

multiplikator.

Ovelse

Som konkret eksempel pa funktionen F kan vi tage F = e=*"~%", mens bandet (1.23)
antages at veere x + y = ¢, hvor ¢ er en konstant. Opstil ligningerne svarende til

(1.28-29) og bestem funktionens maksimumsveerdi.

1.4 Opgaver

Opgave 1.1 (Sommer 84)

He-atomets fgrste eksciterede tilstand, der er en spin-triplet, har energien 19,82 eV
relativt til grundtilstanden. Bestem den relative befolkning af de to tilstande for

heliumgas i termisk ligeveegt ved T' = 10* K.

Opgave 1.2

Vi betragter N ioner med spin 1/2 anbragt i et krystallinsk gitter. Hver ion har et
magnetisk moment, der er givet ved at momentets projektion pa en akse defineret
ved det ydre magnetfelt B antager de to veerdier £4. Energien af en spin-op ion er
saledes —u B, mens spin-ned ionens energi tilsvarende er uB. Totalenergien svarende

til V7 spin-op og N — N; spin-ned ioner er saledes
E=(N—-2N,)uB =eNuB.

Systemets tilstand angives makroskopisk ved totalenergien og magnetiseringen
(2N; — N)pu. Den statistiske veegt Al' og dermed entropien S = kln Al' bestem-
mes ved at finde hvor mange mikrotilstande, der svarer til en given makroskopisk
tilstand.

a) Begrund, at AT' = N!/N;!|(N — Ny)!.

b) Benyt Stirlings formel In N! ~ N In(N/e) til at finde entropien som funktion
af F.

c) Tegn funktionen S(F). Angiv hvorledes temperaturen varierer pa kurven.

Opgave 1.3

Denne opgave handler om krystaldefekter i faste stoffer. Ved det absolutte nulpunkt
er atomerne i faste stoffer ordnet i et regelmaessigt gitter (se fig. 1.1 (a)).
En tilstand, hvori et af de indre atomer er vandret ud til overfladen (fig. 1.1 (b))

repraesenterer en hgjere energi. Dannelsesenergien af en sadan defekt kaldes (> 0).

6
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Figure 1.1: Gitter og gitterdefekter

For en krystal med NV atomer og N, defekter er dannelsesenergien 2 = Nye, forudsat
at Ny < N.

a) Bestem den statistiske vaegt af en makrotilstand med N atomer og Ny defekter.
Find den tilhgrende entropi S(Vy).

b) Angiv temperaturen i ligeveegt, udtrykt ved N, Ny og e (benyt Stirlings
formel).

¢) Vurder Ny/N for e =1 eV ogi) T =290 K samt ii) 7" = 1000 K.

d) Diskuter tilfeeldet vist pa fig. 1.1 (c), hvor defekterne fremkommer ved, at
interstitielle pladser besaettes (antallet af interstitielle pladser er lig antallet af git-

terpladser), og angiv den statistiske veegt udtrykt ved N og Njy.

Opgave 1.4

I den statistiske fysik har man ofte brug for at kende N! og In N!. En god approksi-

mation til N! er givet ved Stirlings formel

NN
N!~ —~/27N,

N
der tit kan erstattes med den noget grovere tilnsermelse

NN
N! ~ N
svarende til
InN!'~NInN — N. (1.30)

i) Vurder gyldigheden af de to tilnsermede udtryk for N = 4 og N = 20. I denne
opgave vil vi undersgge antallet af forskellige mader, pa hvilke 50 sorte og 50 hvide
kugler kan anbringes pa bestemte pladser. Pa fig. 1.2 er vist et ordnet arrangement

af disse 100 kugler i en kasse. Rystes kassen grundigt, inden kuglerne pa ny ligger i



Figure 1.2: Sorte og hvide kugler i en kasse

fire lag, vil vi forvente, at kuglerne ikke laengere er ordnet efter farve, og vi ville blive
meget overraskede, hvis gentagne rystelser af kassen fgrte til et ordnet arrangement.

ii) Find antallet af forskellige mader, hvorpa de 100 kugler kan veere anbragt. Pa
hvor mange forskellige mader kunne kuglerne anbringes, hvis de var nummererede
fra 1 til 1007

iii) Lad os nu forestille os, at vi har et (uendeligt) reservoir af lige mange hvide
og sorte kugler, hvorfra vi (med bind for gjnene) trackker netop 100, der anbringes
i kassen. Find det samlede antal mader m, hvorpa kuglerne kan anbringes. Bestem
antallet g af forskellige arrangementer bestaende af N, sorte og N = 100 — N, hvide
kugler. Vis, at g antager sin maksimale vaerdi gpay, nar Ny = Nj og bestem denne
samt forholdet gyax/m.

iiii) Find forholdet gyax/m, nar det totale antal kugler N er 10000, og angiv
dets veerdi, nar N er meget stor (f. eks. Avogadros tal). Find tilsvarende veerdien
af In gpax/Inm, nar N er meget stor. Skitser ¢g/gmax som funktion af N;/N for
forskellige veerdier af N, f. eks. 20, 100 og 1000.



Opgave 1.5

I denne opgave skal vi se pa sammenhangen mellem det klassiske faserum og antallet
af kvantetilstande.

i) Find volumenet af det klassiske faserum inden for en flade, hvorpa energien er
konstant lig med FE, for en partikel med masse M, der bevaeger sig i det éndimen-
sionale harmoniske oscillatorpotential V(z) = Kz?/2. Vis, at antallet af kvante-
tilstande med energi mindre end F er givet ved det fundne volumen divideret med
Plancks konstant h, forudsat at E er meget storre end hy/ K /M. Geelder reglen ogsa,
hvis partiklen bevaeger sig i et ‘halvt’ oscillatorpotential svarende til, at V = oo for
x <07

ii) Vi betragter nu en todimensional harmonisk oscillator svarende til en partikel
med masse M, der bevaeger sig i potentialet V(z,y) = K;2%/2 + Kyy?/2. Find
faserumsvolumenet inden for en flade, hvorpa energien er konstant lig med FE, og
vis, at antallet af kvantetilstande med energi mindre end F for store energier er
givet ved det fundne volumen divideret med h? (volumenet af en enhedskugle i et
d-dimensionalt rum er som vist i fodnoten p. 4 givet ved 7%2/I'(1+ d/2), hvor T er
gammafunktionen).

iii) For en partikel i en kasse giver brugen af periodiske randbetingelser anledning
til reglen (3.24). Vis at denne regel indebarer, at antallet af tilstande med energi
mindre end E er lig det klassiske faserumsvolumen divideret med A3, nar energien
er tilstrackkelig stor (hvor stor skal energien veere?).

iiii) Som et sidste eksempel skal vi undersgge bevaegelsen af en partikel med

masse M i potentialet
V(z)=—=Vy for 0<z<a, V(zr)=0 for x>a, V(z)=o0 for z <0,

hvor Vj er en positiv konstant. Hvor stor skal V| veere, hvis der netop skal veere én
bunden tilstand? Find stgrrelsen af det klassiske faserum for bevaegelse i brgnden
svarende til den fundne veerdi af V. Sammenlign med det symmetriske tilfeelde,
V=0 for z <O0.

Opgave 1.6

Legeringen (3-messing bestar af lige dele kobber og zink. Kobber- og zinkatomerne
kan sidde ordnet som vist pa fig. 61(a) i Landau og Lifshitz (p. 448) eller uordnet som
vist pa fig. 61(b). Atomerne er anbragt i et kubisk gitter, der kaldes rumcentreret,
fordi der udover de otte hjgrneatomer i enhedscellen er anbragt et atom i cellens

midte. Antallet af atomer per celle er 2, idet hvert hjgrneatom tilhgrer otte celler.



Ligeveegtstilstanden af $-messing er den, hvori den fri energi F' = E — TS er
mindst mulig. Selv om det energimaessigt kan veere en fordel, at atomerne sidder
ordnet som pa fig. 61 (a), vil entropileddet —T'S ved endelige temperaturer alt i alt
kunne mindske den fri energi, selv om det koster noget indre energi at gge uordenen.
Ved tilstrackkeligt hgje temperaturer bliver legeringen helt uordnet. Dette sker, nar
temperaturen overstiger en kritisk temperatur 7., der for S-messing er 741 K. Ved
temperaturer under 7, er B-messing delvist ordnet. Graden af orden bliver stgrre,
jo lavere temperaturen er. Ved det absolutte temperaturnulpunkt er legeringen helt
ordnet, saledes at hvert zinkatom er omgivet af otte kobberatomer og omvendt.

Vi skal i det fglgende beregne graden af orden som funktion af temperaturen
pa basis af en meget simpel model. Lad os kalde den ene slags atomer for A-
atomer og den anden for B-atomer. Pladserne i gitteret benaevnes a-pladser svarende
til atomer pa enhedscellernes hjgrner og b-pladser svarende til atomer i cellernes
midte. Med « betegnes den brgkdel af a-pladser, der er besat med A-atomer. Nar
a er 1, er legeringen fuldkommen ordnet, mens o« = 1/2 svarer til fuldkommen
uorden. I stedet for v vil vi (i overensstemmelse med Landau og Lifshitz, p. 449) som
ordensparameter benytte 7 defineret ved n = 2a — 1. Abenbart svarer fuldsteendig
uorden til 7 = 0, mens fuldsteendig orden svarer til n = +1.

a) Vis, at hvert atom har otte naermeste naboer. Hvorledes er atomerne anbragt,
hvis n = —17

Parameteren 7 beskriver den gennemsnitlige orden eller ‘fjernordenen’ (engelsk:
long-range order), men ikke den tendens, der kan veere til at et A-atom lokalt omgiver
sig med B-atomer. Denne ‘neerorden’ (short-range order) kan forventes at spille en
rolle ogsa over T, men vi skal i det fglgende ikke tage hensyn til denne.

Den totale energi tilnsermes ved summen af bindingsenergierne for nsermeste-
nabo par. Nar vi ser bort fra naerordenseffekter, er antallet af A — A par givet
ved

Naa = %zNoz(l—oz) = %zN(l—nz), (1)
hvor N er det samlede antal atomer. Parameteren z er koordinationstallet, der er
defineret som antallet af naermeste naboer (for det rumcentrerede kubiske gitter er
z =38).

b) Begrund resultatet (1).

Med E44, Eap og Epp betegnes bindingsenergierne for henholdsvis A— A, A—B
og B — B par. Der ses bort fra bidraget til den totale energi fra atomernes vibration
om deres positioner i gitteret.

c¢) Vis, at den totale energi er givet ved

o %[(EAA + Bpp)(1 — a)a+ Bap(a®+ (1 — a)2)]. @)
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d) Begrund, at entropien S er givet ved
S =—kN[lalna+ (1 —a)In(1 — a)]. (3)

Den fri energi er F' = E —TS. 1 det fglgende skal vi undersgge forskellen
AF = F(n) — F(0) i fri energi mellem den ordnede og den uordnede fase.

e) Bestem AF som funktion af 7. Angiv en reekkeudvikling af AF, der er gyldig
for sma veerdier af 7, til og med fjerde orden i 7. Resultatet skal udtrykkes ved den

karakteristiske energi Fj defineret ved
Ey = 2(Eaa + Epp — 2E4B), (4)

der forudsaettes at veere positiv. At Ej er positiv indebaerer, at legeringen er ordnet
ved det absolutte temperaturnulpunkt.

f) Benyt den under e) fundne raekkeudvikling af AF' til at bestemme 7, og
temperaturathaengigheden af 7 lige under 7T, ved at minimere AF med hensyn til
7. Find den eksponent (3, der karakteriserer temperaturatheengigheden af n ifslge
noc (T, —T)P.

g) Beregn (eventuelt ved hjelp af en lommeregner) temperaturathengigheden af
den veerdi af n, der minimerer AF, og skitser resultatet som funktion af T'/T..

Den malte veerdi af 3 er 0,305+ 0,005. Vi vender siden tilbage til betydningen

af denne uoverensstemmelse mellem teori og eksperiment.

Opgave 1.7

En krystal indeholder N spin-1 ioner. Projektionen af en ions magnetiske moment
pa en given akse kan antage veerdierne 4+ og 0. Krystallen antages at befinde sig i
termisk ligeveegt i et homogent ydre magnetfelt B. Find det magnetiske moment af
krystallen som funktion af temperaturen T'. Der ses bort fra vekselvirkningen mellem
de magnetiske ioner. Diskuter greenserne uB < kT og puB > kT. Sammenlign
resultatet med spin-1/2 tilfeeldet (jf. opg. 1.2).

Opgave 1.8

En krystal indeholder N spin-1/2 ioner. Krystallen kan veere magnetisk ordnet, idet
ionerne antages at veere pavirket dels af et ydre magnetfelt (magnetisk feltstyrke
H), dels af et middelfelt hidrgrende fra de gvrige ioner. De to mulige energiveerdier
af en ion er givet ved £uB.g = £(upoH + kOM/M,), hvor M er krystallens totale
magnetiske moment og M, = N er meetningsmagnetiseringen. Her repraesenterer

det andet led middelfeltet, hvis stgrrelse afheenger af konstanten ©, der er bestemt
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af vekselvirkningen mellem ionerne. Vakuumpermeabiliteten betegnes med . Der
tages kun hensyn til vekselvirkningen mellem ionerne igennem middelfeltet. Vis, at

krystallens magnetiske moment M er givet ved
M = uN tanh(ppoH/ET + OM /T M,).

Find temperaturaftheengigheden af M, nar H = 0 (smlgn. opgave 1.6).

Opgave 1.9 (Sommer 91)

N atomer er placeret i et fast gitter, og hvert atom har 4 energi-egentilstande,
nummereret 1-4, med energierne ¢, = 0, ¢, = A og £5 = ¢, = 2A. Sandsynligheden
for at et atom er i den 7’te tilstand betegnes n,. Med et kraftigt elektromagnetisk
felt praepareres systemet saledes at n; = n, = 1/2, mens ny = n, = 0.

a) Hvad er den indre energi Fy og entropi Sy af dette system?

Systemet isoleres fra omgivelserne, og vil efter et stykke tid komme i ligeveegt.

b) Angiv sandsynlighederne n; i ligeveegtstilstanden; udtrykt ved x = e=4/*T,
hvor T er sluttemperaturen. Bestem temperaturen 7', den fri energi F' og entropien S
for ligeveegtstilstanden; udtrykt ved N og A (og k). Sammenlign S med startveerdien
So samt systemets maksimale entropi Sy. Angiv sluttemperaturen 7" (i kelvin) for
A =25 meV.

Opgave 1.10

I udviklingen af teorien for faseovergange har et bestemt modelsystem spillet en
afggrende rolle. Modellen har faet navn efter E. Ising, der i 1925 undersggte dens
egenskaber i én dimension. Som vi skal se i det fglgende, er der imidlertid ingen
faseovergang i én dimension. Ising-modellen fik derfor ferst for alvor betydning,
da Lars Onsager i 1944 fandt den eksakte lgsning i det todimensionale tilfeelde.
Onsagers lgsning viste, at der i to dimensioner optreeder en faseovergang ved en
bestemt temperatur. En tilsvarende lgsning for den tredimensionale Ising-model
er ikke fundet. I stedet har man benyttet forskellige tilnszermelser baseret pa nu-
merisk behandling af endelige systemer, reekkeudvikling for hgje temperaturer og
andre metoder. 1 1971 viste Kenneth G. Wilson, hvorledes den fra feltteorien kend-
te renormalisationsgruppe kunne benyttes til bestemmelse af kritiske eksponenter
som parameteren [, der i opgave 1.6 blev fundet ved en tilneermet metode, den
sakaldte middelfeltteori. F. eks. er det muligt at beregne kritiske eksponenter ved

rackkeudvikling i parameteren ¢ = 4 — d, hvor d angiver dimensionen. For disse
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arbejder, der fgrte til et gennembrud i forstaelsen af andenordens faseovergange,
modtog Wilson Nobelprisen i 1982.

I det fglgende skal vi undersgge den éndimensionale Ising-model i et ydre mag-
netfelt og vise, hvorledes tilstandssummen og dermed de termodynamiske funktioner
kan beregnes eksakt.

Vi betragter en éndimensional model for N spin, der er anbragt pa en lineser
keede (jf. (151.1) i Landau og Lifshitz),

E{O’} = _Jzai0i+l~ (1)

i=1

Her angiver E{c} energien af en bestemt konfiguration specificeret ved de vari-

able o0;, der kan antage veerdierne +1. Konstanten J er forudsat at veere positiv,

saledes at den laveste energi fremkommer, nar alle de variable o; er +1 eller —1.

Vi benytter periodiske graensebetingelser o1 = ony;. Bemaerk forskellen mellem

(1) og Hamilton-operatoren senere i afsnit 4.2 (der benaevnes Heisenberg-modellen).

Forskellen svarer abenbart til, at kun z-komposanten af de atomare spin er medtaget
i(1).

Vi gnsker nu at beregne tilstandssummen svarende til udtrykket (151.2) i Landau

og Lifshitz. Det er bekvemt at definere nye variable s;, der er defineret ved at s; = 1,

hvis 0; = 0,41 0og s; = —1, hvis 0; = —041.

a) Udtryk tilstandssummen ved de variable s; og vis, at den bliver givet ved

resultatet
7 = [2cosh(J/kT)]", (2)
hvis randeffekter negligeres.

b) Find ud fra (2) den fri energi, entropien, varmekapaciteten og den indre energi.

Vi teenker os nu, at spinnene foruden den indbyrdes kobling ogsa er pavirket af
et magnetfelt, svarende til, at leddet

N
i=1
er fpjet til (1). Her er B en konstant, der er proportional med stgrrelsen af den
magnetiske induktion. Det er nu ikke lsengere muligt at benytte de variable s; til at

udtrykke tilstandssummen pa simpel form. I stedet definerer vi matricen P ved
P, . = expljoo’ + b(o + o')/2]. (4)
Matrixelementerne er abenbart
Po=et™ P, =& (5)
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0og
P1=P  =¢7, (6)

hvor de dimensionslgse konstanter j og b er defineret ved j = J/kT og b = B/kT.
c) Vis, at tilstandssummen Z er lig med sporet af matricen PV og dermed givet

ved
Z =XV 4+ )\, (7)

hvor A\; og Ao(< A1) er egenveerdierne for matricen P givet ved (7). Angiv Z
som funktion af J og B samt temperaturen 7. Sammenlign resultatet med (2) og
begrund, at kun det fgrste led pa hgjresiden af (7) bidrager til de termodynamiske
stgrrelser.

d) Find den fri energi og magnetiseringen som funktion af B. Sammenlign re-
sultatet i tilfeeldet J = 0 med opgaverne 1.7 og 1.2.
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2 Termodynamiske potentialer

Dette kapitel indeholder en oversigt over de forskellige termodynamiske potentialer.
De har alle den egenskab at de er minimale i ligevaegtstilstanden, mht. enhver vari-
ation af de tilstandsparametre der i de enkelte tilfzelde er benyttet som uathaengige
variable (fastlagt ved de ydre betingelser).

Tilstandsparametrene deles op i par af intensive og ekstensive variable, (T, .S),
(=P, V), (1, N) og generelt (A, A), saledes at produktet af de to variable i hvert par

har dimensionen energi. Definitionsmeessigt® er

oF
ﬁ)v,N,A )

(8E

oF
W) SNA (

oF
(‘)—N)S,V,A ; (

a—A)S,V,N
(2.1)

og E = E(S,V,N,A) er en éntydig funktion af de ekstensive variable, saledes at

r=(

dE = TdS — PdV + pdN + AdA (2.2)

er det fuldstendige differential af E. Idet F = E(S,V,N,A) kun afthenger af
de ekstensive variable, kan (2.2) uden videre integreres ved benyttelse af Eulers
integrationsmetode: Ggres systemet k gange stgrre, uden at de intensive parametre
eendres, vil alle de ekstensive variable blive ganget med k, dvs. at energien er en
homogen funktion af forste orden (jf. gverst side 71 i leerebogen; en homogen funktion

af n’te orden er defineret ved at ®(kx, Ky, ---) = K"®P(x,y,- )
kE = E(kS, KV, kN, k). (2.3)

Differentieres denne ligning mht. «, fas (idet vi har negligeret en arbitraer integra-
tionskonstant)
oF

E=S(=¢

oF
55 v TV

oF
W)s,N,A ™ (

oF
8—N> S,V,A T A(

a—A>S,V,N’ (24)

som betyder at vi har

(i) Den indre energi:

E=E(S,V,N,A) =TS — PV + uN + AA
dE = TdS — PdV + pdN + MdA.

3Bemaerk, at Landau og Lifshitz sivel som opgaverne i dette hafte anvender betegnelsen F
for den termodynamiske indre energi. Den anbefalede betegnelse for indre energi er i dag U, se
“Symbols, Nomenclature and Fundamental Constants in Physics” (1987 revision), der er udgivet
af International Union of Pure and Applied Physics og optrykt i tidsskriftet Physica, bind 146A,
side 1-68 (1987).
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De to ligninger er udgangspunktet for konstruktionen af andre termodynamiske

potentialer:

(ii) Helmholtz’ fri energi: F'= E — TS og dermed dF = dE — TdS — SdT eller

F=F(T,V,N,A) = —PV + uN + AA
dF = —SdT — PdV + udN + MA.

(iii) Gibbs’ fri energi*: ® = F + PV eller

® = &(T, P,N,A) = uN + A\
d® = —SdT + VdP + udN + AdA.

(iv) Enthalpien (varmefunktionen)®: W = E + PV eller

W =W(S,P,N,A) = TS + uN + AA
AW =TdS + VdP + udN + MdA.

(v) Det store termodynamiske potential: Q@ = F' — uN eller

Q=Q(T,V, i, A) = —PV + \A
dQ = —SdT — PdV — Ndp + MdA.

Metoden, der er benyttet ved omformningen af ét termodynamisk potential til
et andet, kaldes for en Legendre transformation. Vi kan tillige indfgre andre poten-
tialer, hvor A, og ikke A, er den uafhaengige variable. Eulers udtryk for den indre
energi viser at hvert enkelt energiprodukt E, ST, PV, --- er en éntydig funktion af
de andre, dvs. at dE, d(ST), d(PV), --- alle er fuldsteendige differentialer, hvilket
f.eks. ikke geelder for 6Q = TdS eller R = —PdV. ©

4Den anbefalede betegnelse for Gibbs’ fri energi er G.

5Den anbefalede betegnelse for enthalpien er H.
6Inkluderes det magnetiske bidrag til den indre energi (defineret som middelveerdien af

Hamilton-operatoren) er dE = dEy — M - dH, hvor dEy er givet ved (2.2). Dvs. at vi her har
et bidrag til den indre energi, hvor den uathzengige variabel, det magnetiske felt H , er en intensiv
storrelse. Vi kan derfor ikke integrere denne ligning umiddelbart, men udnytter vi at d(M - H)
er et fuldsteendigt differential har vi dels, at den magnetiske enthalpi dWy; = dF + d(M -H ) =
d(E+ M - H), eller Wy = E + M - H, og dels at denne funktion kun afhaenger af ekstensive
storrelser, dWy; = dEy + H-dM. Integreres det sidste udtryk ved hjeaelp af Eulers metode fas,
W = Eg + H - M, og dermed at F = E(S,V,N,I—?) = FEy =TS — PV + uN. Bemark, at den
omstaendighed, at H ikke optraeder eksplicit i udtrykket for F, ikke betyder at E er uatheengig af
H , blot at aftheengigheden er givet indirekte gennem de resterende tilstandsvariable.
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Disse udtryk for de termodynamiske potentialer er vigtige, bade i den integrerede
og den differentielle version. F.eks. har vi, i det tilfzelde hvor vi kan se bort fra
variabelparret (A, A), at PV = —Q, og fra differentialet d2, at

o0
(8_T)V,u =—5==5V,p) (2.5)
og tilsvarende fra dF
or =-5S=-SV,N 2.5/
(57 )yy =5 =5 N). (2.5')

Dette forer til at varmekapaciteten ved fastholdt volumen V' og kemisk potential u

er givet ved

0S 0%Q
Cyp = T(a—T)W = —T(W)W (2.6)
og tilsvarende
oF oS 0*F ,
Cvn = (@—T)v,N - T(a—T)V,N - _T(W)V,N (2.6

ved fastholdt volumen og partikeltal V.
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3 Fermioner

Opgaverne i dette kapitel vedrgrer ideale gasser bestaende af identiske fermioner,
hvis bglgefunktion er antisymmetrisk over for ombytning af to vilkarlige partik-
ler. Ved bestemmelse af de forskellige termodynamiske stgrrelser for sadanne ideale
Fermi-gasser erstattes summen over de mulige kvantetilstande for en enkelt partikel
med integration over den tilhgrende energi. Begrebet tilstandstaethed, der er emne
for de fglgende to afsnit, er derfor af central betydning. Desuden er det ofte af in-
teresse at finde de termodynamiske stgrrelser ved temperaturer, der er lave i forhold
til Fermi-temperaturen 7% (Fermi-energien divideret med Boltzmanns konstant).
I afsnit 3.3 gennemgas den sakaldte Sommerfeld-udvikling, der er en systematisk
metode til bestemmelse af termodynamiske stgrrelser som en Taylor-reekke i pa-
rameteren T'/Tr, og den anvendes i afsnit 3.4. Den modsatte greense, T' > T er
behandlet i afsnit 3.5.

3.1 Tilstandstaethed

Det er ofte en fordel at forestille sig, at et kvantemekanisk system er lukket inde i en
kasse i stedet for at antage, at hele rummet er tilgeengeligt for dets bevaegelse. Bag-
grunden for dette er blandt andet, at det ved anvendelsen af kvantemekanikken pa
makroskopiske systemer er af betydning at vide, hvorledes fysiske storrelser athaenger
af systemets volumen. Pa den anden side er det klart, at man ved at lukke syste-
met inde i en kasse principielt komplicerer beskrivelsen. Begrebet fri partikel er
ikke umiddelbart foreneligt med, at kun en del af rummet er til radighed for par-
tiklens bevaegelse, og man kan derfor ikke uden videre benytte impulsen, der er en
bevaegelseskonstant for en fri partikel, til at karakterisere partiklens mulige tilstande
i kassen.

Vejen ud af dette dilemma er at benytte periodiske randbetingelser. Hvis kassen
er defineret ved, at partiklens potentielle energi er uendelig stor uden for kassens
volumen, ma bglgefunktionen veere nul pa kassens overflader. En direkte brug af
denne graensebetingelse forhindrer os imidlertid i at benytte egentilstande for im-
pulsoperatoren. I stedet vil vi forlange, at bglgefunktionen er periodisk, sa at dens
veerdi pa et punkt af en overflade er den samme som dens veerdi pa den modstaende.

I det fglgende vil vi diskutere den kvantemekaniske bevaegelse af en fri partikel i
én dimension og i dette tilfaelde sammenligne de seedvanlige greensebetingelser med
de periodiske. Som vi skal se, fgrer brugen af de to forskellige graensebetingelser til
samme fysiske resultat, nar ‘kassen’ er valgt tilstraekkelig stor, sa at energiniveauerne
ligger teet. Fordelen ved brug af periodiske graensebetingelser er, at de ggr det
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muligt at benytte egentilstande for impulsoperatoren, hvad der simplificerer kvan-
temekanikkens anvendelser pa makroskopiske systemer.
Vi skal bestemme lgsningerne til Schrodinger-ligningen for en partikel med masse

m, der bevaeger sig i et potential V(z) givet ved
V(z)=0, 0<az<L; V(r)=o0, z>L, <0 (3.1)

idet vi for nemheds skyld har valgt veerdien af den potentielle energi i kassens indre

som nulpunkt. Schrédinger-ligningen i omradet 0 < z < L bliver hermed

da?

hvor k? = 2me/Rh?. Den fuldsteendige lgsning til (3.2) er
() = Ae’*® + Be ke, (3.3)

Forst vil vi antage, at partiklens bglgefunktion er nul pa overfladen svarende til
punkterne x = 0 og x = L. Herved bliver bglgefunktionen proportional med sin kx,

hvor k skal tilfredsstille betingelsen

k:n%, n=1,23-. (3.4)

De tilhgrende energiegenveerdier er givet ved

n? L )
2mL2

en = (3.5)

For en elektron, der befinder sig i et omrade af udstrackning L = 1 cm, er forskellen
mellem det n’te og det (n—1)’te energiniveau meget lille. For n > 1 er denne forskel
nh?m?/mL?, der ses at vaere n gange 1073 Joule, en meget lille veerdi, selv nar n
er stor. Vi kan derfor i praksis opfatte energiegentilstandene som et kontinuum og
indfgre det vigtige begreb tilstandstaethed ved fglgende betragtning: til intervallet
Ak svarer ifplge (3.4) et antal tilstande, der er An = LAk/w. Antallet G(g) af
tilstande med energi mindre end ¢ er ifglge (3.5)

Gle) = L, [2me (3.6)

T
Tilstandstaetheden” g(g) er defineret ved, at

aG
€)de = ——de 3.7
gle)de = — (3.7)
"Bemeerk at g(e) er tilstandsteetheden for en enkelt partikel. Ma ikke forveksles med I = dI'/dE

i afsnit 1.2, som er den samlede tilstandstaethed for N partikler.
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er antallet af tilstande med energi mellem € og € 4 de. Af (3.6-7) ses da, at

o6) = =\ 39

I det betragtede tilfzelde aftager tilstandsteetheden abenbart for voksende energi.
Dette resultat afspejler, at partiklen kun beveaeger sig i én dimension. I det fglgende
skal vi vise, at tilstandstaetheden hgrende til bevaegelse i to eller tre dimensioner er
henholdsvis uathaengig af energien og proportional med kvadratroden af denne.

Idet vi fortsat benytter de greensebetingelser, at bglgefunktionen forsvinder pa
kassens overflade, kan ovenstaende umiddelbart generaliseres til bade to og tre di-
mensioner. [ to dimensioner bevaeger partiklen sig inden for et omrade afgreenset af
ulighederne 0 < z < L og 0 < y < L. Bglgefunktionen har da formen

Y(x) o sin(mnge/L) sin(mn,y/L),

hvor n, og n, er hele, positive tal. Antallet af tilstande, der har energi mindre end

g, er givet ved

1 L?
G(€) = ZTFI{:QF’ (39)
hvor 5
K2 = hﬂf (3.10)

Grunden til at faktoren 1/4 optreeder i (3.9) er, at kvantetallene n, og n, kun kan
antage positive veerdier. Tilstanden, der fremkommer ved for eksempel at erstatte n,
med —n,, er ikke linesert uathaengig af den oprindelige tilstand, da den blot adskiller
sig ved et fortegn. Tilstandstaetheden, der er defineret ved (3.7), fremkommer ved
at differentiere (3.9) med hensyn til energien og bliver derfor uatheengig af energien.
Endelig fas for bevaegelse i tre dimensioner, at
= 14_7 k3L_3
83 m
kvor k som for er givet ved (3.10). Det ses af (3.11), at tilstandsteetheden i det

tredimensionale tilfeelde vokser med energien som kvadratroden af ¢.

Ge) (3.11)

Det bemeaerkes, at vi ved bestemmelsen af tilstandstaetheden ikke har taget hen-
syn til, at elektronen har et spin. Da spinkvantetallet kan antage to veerdier, skal
ovenstaende resultater multipliceres med 2, hvis de anvendes pa elektroners eller
andre spin—% partiklers bevaegelse. Lad os imidlertid her udelade elektronens spin
af vore overvejelser og vende os mod at diskutere brugen af de periodiske graense-

betingelser.
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3.1.1 Periodiske graensebetingelser

Den fuldsteendige lgsning til Schrodinger-ligningen for bevaegelsen af en fri partikel
i én dimension er anfert i (3.3). I stedet for at forlange, at bglgefunktionen er nul
pa overfladen svarende til punkterne x = 0 og x = L, vil vi nu palaegge en periodisk
graensebetingelse
Y(r=0)=1(x=1L). (3.12)
Fysisk set kunne en sadan greensebetingelse realiseres ved, at man fgjer endepunk-
terne af det éndimensionale omrade sammen til en ring. En tilsvarende konstruktion
lader sig ikke udfgre i tre dimensioner, og det er derfor bedre at betragte brugen af
periodiske graensebetingelser som en approksimation, der er tilstrackkelig ngjagtig,
nar det drejer sig om volumenegenskaber, men som ikke ggr det muligt at udtale
sig om bglgefunktionernes udseende ved selve overfladen. Vi skal nu vise, at brugen
af de periodiske greensebetingelser (3.12) ferer til ngjagtig det samme udtryk for
tilstandstaetheden som fundet ovenfor i (3.8).
Den fuldsteendige lgsning til Schrédinger-ligningen (3.2) er en superposition af
tilstande, der er egenfunktioner for impulsoperatoren med egenveerdier givet ved
henholdsvis hk og —hk. Vi gnsker nu at beskrive partiklens bevaegelse ved normerede

tilstande, der er egenfunktioner for impulsoperatoren, svarende til bglgefunktionerne

1 ikx
Y(z) = ﬁe : (3.13)

En bglgefunktion som (3.13) kan ikke bringes til at veere nul i punkterne z = 0 og
x = L. Brugen af de periodiske graeensebetingelser (3.12) giver imidlertid, at

k:n%r, n=0,=+1, £2,---. (3.14)
Bemaerk, at de tilladte veerdier af k ifglge (3.14) ligger i den dobbelte indbyrdes
afstand i forhold til de veerdier, der er givet ved (3.4). Antallet af tilstande inden
for et energiinterval Ae er imidlertid det samme i de to tilfeelde, da k ifplge (3.14)
antager bade positive og negative veerdier. Bestemmes tilstandstaetheden ud fra
(3.14) fas derfor atter resultatet (3.8).

For at illustrere brugen af periodiske graensebetingelser skal vi afslutte denne
diskussion af en fri partikel i en kasse ved igen at bestemme tilstandsteetheden,
denne gang ved brug af egentilstande for impulsoperatoren. For at ggre dimensio-
nens betydning klar skal vi formulere problemstillingen i d dimensioner og angive
tilstandsteetheden i tilfeeldene d = 1,2 og 3.

Udgangspunktet for bestemmelsen af tilstandsteetheden er egentilstandene for

impulsoperatoren
|E). (3.15)
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De tilhgrende egenveerdier for impulsoperatoren er hl;, hvor k er en d-dimensional
vektor. Brugen af de periodiske graensebetingelser svarende til (3.12) medferer, at
hver af komponenterne af k tilfredsstiller en betingelse som (3.14). Vi veelger kassens
sider til at have samme leengde L, selv om dette naturligvis ikke er ngdvendigt. Som
det vil fremga, er det i alle tilfeelde kassens volumen (der i det betragtede tilfaelde
er LY), der indgar i resultatet for tilstandstaetheden. De normerede bglgefunktioner,

der svarer til tilstandsvektorerne (3.15), er
L r

NI

og generaliseres (3.14) fas at volumenet i k-rummet, svarende til én tilstand, er

U(r) = (3.16)

(27)
La

AQ = (3.17)

I den statistiske mekanik er man ofte ude for at skulle summere over tilstande, der

er meaerket med k. En sadan sum kan derfor omdannes til et integral efter forskriften

Z...:/...Z_é:(g)d/...d;; (3.18)

I mange tilfaelde (men ikke altid) vil det veere en fordel at omdanne integralet over

k-rummet til et energiintegral, hvilket ggr det naturligt at indfgre tilstandsteetheden
g(e). Hvis vi medtager at partiklerne har et spin s, vil hver enkelt k-tilstand normalt

veere (2s + 1) gange udartet, og idet o betegner en spintilstand har vi at

d

d o= (2541) L

i (2m)d

cdE = | ... g(e)de, (3.19)
[ii=]

hvor (2s 4+ 1) = 2 for elektroner (s = 1). Denne ligning kan omformes til en
mere symbolsk men eksplicit ligning til bestemmelse af tilstandsteetheden, ved at
- erstattes med deltafunktionen 5(51}’ — ¢) og integrationsvariablen ¢ i det sidste

integral med e

d

o) = Y dleg ) = (25 +1) (;ﬂ)d [ 8l —e) i (3.20)

For at bestemme ¢(¢) ma vi kende relationen mellem k og €. For frie partikler er

2m5}; [m
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hvor dk afheenger af dimensionen

2 dk . d=1
dk =4 orkdk  ;  d=2 (3.22)
4mk? dk ; d=3.

Bemeerk faktoren 2 i én dimension, som dukker op fordi den éndimensionale bglge-
vektor kan antage bade positive og negative veerdier, jf. (3.14), mens k = k(e) pr.
definition (3.21) kun gennemlgber de positive veerdier. Indsaettes disse relationer i

udtrykket for g(e) fas, at for frie partikler er

L 'm
— /= : d=1
7ThV 2¢e ’
L*m . J—9
gle)=(2s+1)- 572 ; = (3.23)
L3 |m3e
me d —
m2h3\ 2 ’ 3

i overensstemmelse med de tidligere resultater.

Tilstandsteetheden kan ogsa bestemmes ved at beregne stamfunktionen G(¢) og
benytte g(e) = dG(e)/de, (3.7). G(e) er antallet af tilstande hvis energi er mindre
end €. Dvs. beregnes volumenet (2 af det (eller de) omrade(r) i k-rummet for hvilke

€ < ceer
Ld
G(e) = (25 + 1) /AQ = (25 + 1) — 1

i (3.24)

2. er en funktion af E(a), og for at udregne den afledede mht. energien har man

igen brug for ‘dispersionsrelationen’ & = e(l;) =g
Som det fremgar af ovenstaende, er tilstandstethed et rent kvantemekanisk
begreb, der ikke ma forveksles med statistiske fordelinger som Fermi- og Bose-forde-

lingen.

3.2 Ideal gas af fermioner

Indfgres tilstandsteetheden g(e) kan Q for en ideal gas af fermioner, (53.4) i leere-

bogen, skrives®

Q= kT3 In[l + et—<d/AT] = T /jO g(e) [l — f(e)] de, (3.25)

q,o

8Laerebogens formelle kvantetal k er her erstattet med tilstandsparametrene ¢, 0. ¢ er indfgrt
for at undga en forveksling mellem bglgetallet og Boltzmanns konstant. Af samme arsag ser man

ofte at Boltzmanns konstant betegnes k.
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hvor f(e) = 1/[exp{(¢ — p)/kT} + 1] er Fermi-funktionen, og benyttes

0f(e)/0e = —f(e)[L — f(e)]/kT (3.26)
fas ved en partiel integration:
Q= QT,V, 1) = — L O:O Ge)f(e)de ; G(e) = L ; g de,  (3.27)

hvor stamfunktionen til tilstandsteetheden G(g) < V og f(e) atheenger af u og T

Det kemiske potential fastlaegges af (middel-)veerdien af N, som er givet ved?:
N = / g() f(e) de. (3.28)

Den indre energi er

E- [ O:O cg(e) () de. (3.29)

Som vi har set ovenfor er tilstandsteetheden for frie partikler (i tre dimensioner) 0
for e < 0 og proportional med /2 for € > 0, eller

g(e) =ae'?  dvs. G(e) = 2ae*? = 2eg(e). (3.30)

Indfgres dette udtryk for G(g) i (3.27) og sammenlignes med ligning (3.29) fas ligning
(56.8) i bogen:

Q=- /O:o 2cg(e)f(e)de = —2E  eller PV =2E, (3.31)
idet € er identisk med —PV. En klassisk gas (Boltzmann-fordelt) opfylder ogsa
denne relation, idet E = $NkT og PV = NkT. Bemerk at hvis g(¢) oc £* bliver
G(e) =eg(e)/(a+1) og dermed PV = E/(a+ 1). F.eks. har vi i den relativistiske
graense at g(e) oc £ og dermed PV = 1 E (61.5).
Indfgres variablen z = £/T og benytter vi at a o< V fas G(e) = VT?2G(2) eller
at
Q=VT3? /OO G(z)ny (z;p/T)T dz = VT I (1) T). (3.32)

Erstattes 7' med 7" og u med sy bliver Q/V ganget med x*/2, dvs. at Q/V er en
homogen funktion af orden 5/2 i de variable p og T.

9Ligning (3.28) bestemmer p éntydigt, idet N er en monotont voksende funktion af y. Den
afledede af N mht. u er ON/Op = [ g(e)(—0f/de) de > 0, idet begge faktorer i integralet er > 0.
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3.3 Sommerfeld-udviklingen

Til udregning af integraler, hvori Fermi-funktionen

1

1) = cemopr 1 (3.33)

indgar, kan den sakaldte Sommerfeld-udvikling benyttes. Lad der veere givet et

integral af formen

1= [ o(e)f(e) de. (3.34)
hvor ¢ er nul i nedre graense. Ved partiel integration indfgres stamfunktionen
O(e) = /_ ; (') de’ (3.35)
sa at i, o7
I= /_Oo D(e)(— 52) de. (3.36)
Man finder af (3.33), at
o7 ! (3.37)

0 4kT cosh®*{ (e — p)/2kT}

Bredden af funktionen (3.37) er af stgrrelsesordenen k7', mens maksimumsvaerdien
er 1/4kT, og idet
af

| (=50 de = f(=o0) = f(oc) = 1 (3.38)

har vi, at minus den afledede af Fermi-funktionen er en deltafunktion i graensen
T =0 (hvor u = ep):

of
~ 5 =d(ep—e) ; for T =0. (3.39)

Ved lave temperaturer bliver funktionen (3.37) hurtigt forsvindende lille nar vi fjer-
ner os fra ¢ = p, dvs. vi ma kunne erstatte ®(¢) i ligning (3.36) med en rackke-
udvikling i (¢ — p):

D(e) = () + (e — )@ (1) + 5(e — p)*@"(u) + -+, (3.40)

idet  angiver den afledede med hensyn til £. Da den afledede af Fermi-funktionen
er en lige funktion af (¢ — p), er det kun ngdvendigt at medtage lige potenser af
(¢ — p), bidraget fra de ulige forsvinder ved integrationen. Det betyder at I ikke
indeholder noget led linesert i 7', og til anden orden i T fas (®"(u) = ¢'(u)):

I = () + 5(kT)*L2¢' (1). (3.41)
Den dimensionslgse konstant I, er defineret nedenfor.
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Resultatet (3.41) er de forste led i Sommerfeld-udviklingen. Ved anvendelse af

denne udvikling far vi brug for at kende veerdien af integraler af typen

o] "
I, = / S 3.42
—o00 4 cosh? /2 v (3.42)

for lige veerdier af n, og for n = 0,2 og 4 er

2

T Tt
ILy=1.1=—: [, = — 4
0 s 42 3a 4 157 (3 3)

hvor I og I, er i overensstemmelse med Appendix A, idet I, kan omskrives til:

[n:2n/ a
o er+1

1

dz ;o n=2,4,---

I de folgende opgaver er der kun brug for at kende I og I.

3.4 Fermi-gas ved lave temperaturer

Fermi-energien ¢ defineres som e, = (T = 0). I greensen T' = O er f(e) = O(ep—e¢),
dvs. 1 fore < e og0fore > e,. Nar T' = 0 er alle tilstande, hvis energier er mindre
end Fermi-energien, besat af en fermion. For frie partikler, hvor bglgetallet & vokser
monotont med energien, er de besatte tilstande ved 7" = 0 alle dem hvis bglgetal
opfylder k < kj, hvor

ep = h2k%/2m. (3.44)

Fermi-energien kan bestemmes ved at benytte ligning (3.28) i graensen T = 0:

£

N:/O;g(e)@(ep—e)dez/F

—00 0

g(e)de = / "ac?de = 2a e, (3.45)

Vi kan ogsa udregne N direkte i k-rummet:

k<k
Vo ke ” 2 % %
N = 1=9 / k2dk/'9d9/d — o 4rkd 3= B
;ﬂ Z: (2m)3 Jo o 0 ¢ (2m)3 mkr/ 32 F
o k
(3.46)

(A1)

(bemaerk at hver tilstand i k-rummet er “¢g”= 2s + 1 = 2 gange udartet), eller
kp = (3mN/V)Y2  og ep = (3n°N/V)*3K%/2m. (3.47)

For elektroner i metaller er k. af storrelsesordenen 1 A~! svarende til ,, = 3.81 eV
(eller T ~ 44200 K). Ved brug af udtrykket (3.47) for e fas fra (3.45), at

3N V(2m>3/2: Vo Im3 (3.48)

TR T e\ R\ 2
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i overensstemmelse med (3.23).

Formlernes kompleksitet i bogen, for en gas af frie fermioner, kan reduceres en
del ved at benytte e eller g(ep) = 3N/2e som parameter, men bemaerk at e er
en funktion af N og V, e, o< (N/V)??. F.eks. har vi i greensen T' = 0, at

E(0) = /0 "eac'? de = a55F/2 = 3Nep (57.6)

og
=2E/V =2e,N)V, (57.7)
og dermed Q = —2Ne .
Nar 7" > 0 men T' < T}, hvor Fermi-temperaturen er defineret som Ty = ep/k,

kan vi benytte Sommerfeld-udviklingen (3.41) gennemgaet i forrige afsnit:

N o= [Ty [ g <>de+6<kT>2 ()

—00

- / £)de + / e)de + = (kT)2 (1), (3.49)

hvor det forste integral er lig N, (3.45), og antager vi at ( — &) oc (KT)? har vi til

anden orden i kKT, at

2

N =N+ (u—ep)gler) + 5 (RT)g (er) (3.50)

eller, i overensstemmelse med antagelsen,

“9er) (KT)2. (3.51)

™
T)—ep=——

Benytter vi Sommerfeld-udviklingen til at beregne den indre energi fas

B o= [T de= [ cgle)de+ T 0D lolu) + ng' (1)
~ BO)+ (1 cp)epaler) + ST glen) + o) (852)
eller nar (3.51) benyttes
E(T) = E(0) + g(kT)Zg(eF) (3.53)

til anden orden i kT, hvor E(0) og g(er) aftheenger af N og V. Den indre energi

bestemmer varmekapaciteten, (2.6"), og vi far

(8E = W—QkQTg(sF). (3.54)

Cvn = @—T)V,N 3
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Cy.n vokser linezert med temperaturen proportionalt med tilstandstaetheden pa
‘Fermi-overfladen’, g(ey), som er af stgrrelsesordenen N/ep. Det betyder at Cy v
normalt vil veere af sterrelsesordenen ~ NET /Ty, dvs. meget lille i gyldighedsom-
radet T' < Ty, sammenlignet med varmekapaciteten af en énatomig klassisk gas,

2 Nk. Den lineaere opforsel betyder at
T
S = / (Cyn/T") dT" = Cy . (3.55)
0 9 b

Betragter vi frie fermioner med tilstandsteetheden g(¢) = ae'/?, reduceres resul-

taterne til

H=¢&p— 11_25F(7TT/TF)2
E =32Nep+ {Nep(nT/Ty)*
Cyny =37 NEkT /T,

2

svarende til (58.6) i lzerebogen. og yderligere er
F=F(T,V,N)=E—TS = Ne, — 1N, (xT/T})? (3.56)

svarende til (58.3). I stedet for at benytte leerebogens fremgangsmade til at udlede
et udtryk for Q = Q(7T,V,u) ud fra F (i bogen er situationen den omvendte), vil
vi her opstille udtrykket (58.2) pa en direkte men ogsa mere besveerlig made. Fra

ligning (3.32) har vi at
QT,V, 1) = agV i + a, Vi ?(KT)? + - - -

som vi kan sammenholde med at €2 = E Nar T = 0 fas a,Vu*/? = a V65/2 =
—2Nepeller oy = —2(N/V)ep 2= —4\/_m3/2/157rzh3. I ordenen T2 fas a,V pu*/? =
&0V55/2 +2 a0V€3/2( —ep) = agVel? + N(nkT)?/12¢, og dermed at Nw2/12e, +
a,Ver? = —2Nn?/4ep, som forer til o, = —v/2m*? /61 eller

4\/§m3/2v 5o V2m3/?
15m2h3 6h>

V2 (kT)? (3.57)
i overensstemmelse med (58.2).

3.5 Fermi-gas ved hgje temperaturer

I det fglgende skal vi se, hvorledes man kan kan foretage en raekkeudvikling i pa-

rameteren Tr /T ved hgje temperaturer. Antallet N af fermioner er givet ved

N= | @) . e (3.58)
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hvor g(e) er tilstandsteetheden. For en ikke-relativistisk gas af frie fermioner, der

beveeger sig i tre dimensioner, er
gle) =ac'? ; >0, (3.59)

hvor a, (3.48), er en konstant, der er proportional med volumenet V.
Energien F er givet ved
E= [ cgle)= u)/lkT+ - d. (3.60)
Vi vil beregne E ved hgje temperaturer, nar partikeltallet N er holdt fast. Indferes
x = exp(u/kT) og gor vi den antagelse at © < 1 (eller p < —10%T"), kan Fermi-
funktionen reekkeudvikles som folger
1 re /P
eE WK 1~ 1+ ge=/FT

For at kunne angive E som funktion af temperaturen, ma vi finde temperaturvaria-

—e/kT

~ e — g2e /KT (3.61)

tionen af p, der er bestemt af, at antallet af partikler er N. Indsattes den tilnszermede
Fermi-funktion i udtrykket for NV fas

N o~ /OO aeV2 (g e IFT _ g2e 2T g
0
= a(kT)3/2x/ zl/Qe’Zdz—a(kT/Z)g/Q:vQ/ e *dz,  (3.62)
0 0
hvor integralet, Appendix A, er lig I'(3/2) = \/7/2, eller
N = Az —2%/2v2) ; A=a(kT)*?T(3/2). (3.63)
Lgses ligningen mht. x fas

e (5
A 2y2 A 22 A
til anden orden i (N/A). Resultatet betyder at x oc 7732 — 0 for T — oo, og

dermed at vores startbetingelse er gyldig ved hgje temperaturer. Udregnes den

indre energi pa tilsvarende made fas:
E=B(x—2*/4V2) i B=akT)"’T(5/2) =3kT A (3.65)
eller til anden orden i (INV/A)
N 1 /N2 1 /N2
pop[ e LSy Ly

og dermed

3 1 N
E= 5Nk:T[l + EZ] (3.66)

Indsettes A, med a givet ved (3.48), og benyttes PV = 2F, (3.31), fas tilstands-
ligningen (56.15) i Landau og Lifshitz.
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3.6 Magnetisme: fra cgs- til SI-systemet

I Landau og Lifshitz “Statistical Physics” (LL) bruges cgs-enheder. Nedenfor vises
det, hvorledes formlerne i afsnit 52 og 59 skal eendres for at veere gyldige i SI-
systemet.

I stedet for det totale magnetiske moment /\71, der er stgrrelsen pa venstresiden
af (52.1) i LL, indfgres magnetiseringen M=M /V, hvor V er det totale volumen
(jf. Reitz, Milford og Christy, p. 186). Magnetiseringen M er altsé en ‘magnetisk
momenttaethed’, dvs. det magnetiske moment per volumenenhed (bemaerk, at det
totale magnetiske moment i opgave 1.8 er betegnet med M). Tilsvarende indfores
susceptibiliteten y som en dimensionslgs stgrrelse, der knytter magnetiseringen M
til den magnetiske feltstyrke H ved M = xﬁ . Der geelder altsa

M==——H, (3.67)

hvor iy = 47 - 107"H/m betegner vacuumpermeabiliteten (bemaerk, at 1 H/m =
1 m kg /s?A? der kan benyttes til kontrol af, at de beregnede susceptibiliteter er
dimensionslgse).

Overgangen til Sl-systemet kreever, at lyshastigheden ¢ fjernes fra alle formler i

de naevnte afsnit. Bohr-magnetonen, der i LL er kaldt 3, bliver saledes

eh

= 3.68
iy (3.68)

B =g

hvor e er (den numeriske veerdi af) elementarladningen, mens m er elektronmassen.
I stedet for LL (52.1) fas

1 ,OF
(

M=-—(=
o7 o i

(3.69)

Som bekendt indgar vektorpotentialet i den kinetiske energi af en partikel med
ladning ¢, der beveeger sig i et magnetfelt, i kombinationen (p'— q/_f)Q, hvor B =
V x A. 1 Hamilton-operatoren (52.3) skal H derfor erstattes med B, der med
meget god tilnaermelse kan seettes lig med pgH. Desuden skal lyshastigheden c
fijernes. Bemeerk, at operatorerne L og S i LL er dimensionslgse (de er lig med
impulsmomentoperatorerne divideret med h).

Udtrykket (52.3) sendres ikke, men hgjresiden af (52.5) skal ganges med py,
mens der pa hgjresiden af (52.4) skal ganges med p2 (og fjernes ¢?). Endvidere skal
hgjresiden af (52.6) ganges med (N/uoV'). Herved bliver (52.7)

2
X =~ 5o 5 (12 (3.70)

a
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I resultaterne for den paramagnetiske susceptibilitet skal der foretages tilsvarende

eendringer: Udtrykket for Ay skal ganges med g, og slutresultatet (52.8) bliver

_ EﬂoﬁQQQ
X= YV TRRT

J(J+1), (3.71)

der ses at veere dimensionslgst i overensstemmelse med definitionen pa y ovenfor.

Helt analoge sendringer gennemfgres i afsnit 59, som angivet i gvelsen nedenfor.

Ovelse.

Vis, at (59.5) i Sl-systemet bliver

3 pog(e
Xpara = NOV< F)’ (372)
hvor tilstandstaetheden g(e) er givet ved (3.23) ovenfor. Bemeerk, at spin-suscep-
tibiliteten her er givet ved det generelle udtryk, der involverer tilstandsteetheden

ved Fermi-energien, svarende til varmekapaciteten (3.54) (jf. opgave 3.5).

Til slut skal vi anvende (3.72) pa aluminium og sammenligne resultatet med den
malte veerdi, der er opgivet i RMC, p. 197. Idet teetheden n af ledningselektroner
i Aler 1,81-10% m™3, fas kr = 1,75 - 10! m™! af k% = 372n. Ved brug af (3.23)
(d=3o0gs=3) far vi

_ Ho€’kp — o2 kFao'

472m T

(3.73)

Her er o finstrukturkonstanten o = e2/hic og ag = h*/me? Bohr-radius, mens
ed = e*/4meg og ¢ = 1/pgeo. Resultatet (3.73) afheenger ikke af Plancks kon-
stant. Alligevel er paramagnetisme som al anden magnetisme en kvanteeffekt: en
klassisk gas af elektroner kan ikke udvise magnetisme (se fodnoten i LL p. 154). Ved
indsaettelse af veerdien af kp for Al i udtrykket (3.73) fas, at den beregnede suscep-
tibilitet er 1,6-107°, mens den malte er 2,1-107°. Vi har ved denne sammenligning
set bort fra alle andre bidrag — inklusive ledningselektronernes egen diamagnetisme,
se LL afsnit 59 — til susceptibiliteten. Desuden har vi benyttet tilstandstsetheden
for frit beveegelige elektroner (den vil eendres lidt af det periodiske potential) og
set bort fra virkningen af elektronernes indbyrdes frastgdning (den sidste effekt er
den vigtigste af disse to). Overensstemmelsen mellem teori og eksperiment er derfor
rimelig god (hvor stor ville den beregnede susceptibilitet veere, hvis vi — fejlagtigt —
havde anvendt Curie-loven (52.8) pa ledningselektronerne i aluminium ved stuetem-

peratur?).
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3.7 Opgaver

Opgave 3.1 (Sommer 1984)

Elektroner pa overfladen af flydende helium kan med tilnzermelse opfattes som en
todimensional ideal gas. I denne opgave skal vi undersgge tilstandsligningen for en
sadan ideal gas af IV elektroner med masse m. Sammenhangen mellem elektronernes

energi € og deres impuls p'= (p,, py) er

]‘ 2 2
€= Zm(px +p,)-

Gassen tezenkes indeholdt i en beholder med volumen V' = L2, hvor L er sidelzengden
af det kvadrat, inden for hvilket elektronerne bevaeger sig. Trykket P indfgres i
analogi med det tredimensionale tilfaelde som den kraft per leengdeenhed, hvormed
gassen pavirker beholderens overflade.

a) Find antallet af tilstande g(e)de med energi mellem ¢ og € + de. Udtryk
Fermi-energien ved teetheden n = N/V og bestem dens veerdi for n = 101 cm™.

b) Vis, at det for enhver temperatur gaelder, at PV = E, hvor E er gassens
energi.

c¢) Find tilstandsligningen i den klassiske graense og ved det absolutte tempera-
turnulpunkt.

d) Find kvantekorrektionen til den klassiske tilstandsligning til laveste orden i
Plancks konstant. Skitser pa grundlag af resultaterne i ¢) og d) PV som funktion
af temperaturen. Angiv kvantekorrektionens stgrrelse (i procent) ved temperaturen
T =4 K for n =10 cm—2.

e) Angiv sammenhgngen mellem PV og F i det ekstremt relativistiske tilfzelde,

hvor € = ¢p.

Opgave 3.2 (Vinter 84-85)

En ideal gas af N elektroner bevaeger sig i én dimension under indflydelse af et pe-

F (), hvor ug(x)

riodisk potential. En-elektrontilstandene Yy, har formen 1)), = €
er en periodisk funktion med samme periodicitet som potentialet, mens stgrrelsen

hk ofte kaldes pseudoimpulsen. De tilhgrende energier er givet ved
e = Eycoska,
hvor a er en positiv konstant, mens konstanten Ej er negativ, Fy < 0. Stgrrelsen k
kan antage veerdierne
n 2w
k=——,
N a
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hvor n er et helt tal i intervallet

N_ N
2 -2
(vi antager for nemheds skyld, at N er lige).

a) Find elektrongassens energi ved 7' = 0, udtrykt ved a og Fjy, idet antallet af
elektroner N som saedvanlig antages at vaere meget stort.

b) Find tilstandstaetheden ved Fermi-energien. Bestem elektrongassens varme-

fylde ved lave temperaturer, eventuelt pa nzer en numerisk konstant.

Opgave 3.3 (Sommer 1986)

Kompressibilteten k = —(1/V)(0V/OP)r af natrium er ved det absolutte tempera-
turnulpunkt malt til at veere k = 1,56-1071° ms?/kg. Antallet af ledningselektroner

=3, Idet lednings-

per volumenenhed er for natrium opgivet at veere 2,65 - 102 m
elektronerne opfattes som en ideal gas, skal kompressibiliteten af natrium beregnes
og sammenlignes med den malte veerdi. Angiv om kompressibiliteten af kalium kan
forventes at veere stgrre eller mindre end kompressibiliteten af natrium (begrund dit

svar).

Opgave 3.4 (Sommer 1987)

I denne opgave skal antallet af elektroner i en halvleder bestemmes som funktion
af temperaturen. Man kan vise, at de stationeere tilstande for en enkelt elektrons
bevaegelse i en halvledende krystal kan veclges pa formen uE(F)eiE'F, hvor 7 er elek-
tronens stedvektor. Funktionen wg(r) har samme periodicitet som krystalgitret.
Halvlederens volumen er V. Det oplyses, at antallet af tilstande i volumenelementet
Ak, Ak, Ak, er V Ak, Ak, Ak, /475

-,

a) Elektronens energi (k) er givet ved

0 N R
= + +

2m,  2my 2m,

v(¢)

Y

hvor
€

v(e) =¢e(1+ E—)

g
Her er m,, m, og m, samt E, positive konstanter. Bestem teetheden af tilstande
g(¢) som funktion af £ og de opgivne konstanter.

b) Elektronernes kemiske potential p antages at veere uatheengigt af tempera-
turen og givet ved u = —E,/2. Det forudsaettes endvidere, at E, > kT. Bestem
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antallet af elektroner som funktion af temperaturen og de gvrige opgivne konstan-
ter. Find elektrontaetheden ved temperaturen 7' = 100 K, nar £, = 0,2 eV og

my = my, = m, = m, hvor m er massen af en elektron.

Opgave 3.5 (Sommer 1987)
I Landau og Lifshitz “Statistical Physics” er den paramagnetiske susceptibilitet xpara
af en elektrongas bestemt ved udtrykket

Xpara = Vv

3% ,ON
( alu )T,V'

Vis , at Xpara ved T'= 0 K er proportional med tilstandstaetheden g(ep) ved Fermi-

energien £ og benyt ovenstaende udtryk til at vise, at dette geelder alment, for

en vilkarlig tilstandsteethed g(e). Bestem storrelsen af xpa ved T = 0 K for en

elektrongas, der bevaeger sig i to dimensioner.

Opgave 3.6

Metallet kalium kan opfattes som en ideal elektrongas med elektrontaethed N/V =
1,34 - 10%® m=3, sa leenge vi kun interesserer os for ledningselektronernes termo-
dynamiske egenskaber. Find trykket og det kemiske potential ved det absolutte
nulpunkt, og bestem @endringen af det kemiske potential, nar metallet varmes op til

stuetemperatur.

Opgave 3.7
a) Find trykket P og V(OP/0V)r for en ideal gas af spin-1/2 fermioner med

masse m ved det absolutte nulpunkt, idet teetheden af fermioner er n = N/V.
b) En ledningselektron i et metal pavirkes af Coulombkreefter dels fra de gvrige
ledningselektroner, dels fra de positivt ladede gitterioner. Hvis teetheden af lednings-

elektroner er sa stor, at ry < 1, hvor parameteren r, er defineret ved
1
n=-———
dmr3ad /3’
er energien af ledningselektronerne ved det absolutte nulpunkt givet ved

3 362]{7}7’
E = N(Zep — =25,
(5er = =47 )

Her er kp leengden af Fermi-bglgetalsvektoren, mens eq er lig med elektronladningen

divideret med /47e,, mens ag er Bohr-radius givet ved ag = h*/me? (ovenstaende
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resultat for energien er fundet ved brug af fgrsteordens perturbationsteori, idet den
kinetiske energi er dominerende for ry < 1. Bemaerk at totalenergien mindskes pa
grund af frastgdningen. Dette skyldes ‘exchange’-leddet i vekselvirkningen, idet den
direkte Coulomb-frastédning mellem elektronerne indbyrdes bliver kompenseret af
tiltreekningen fra det positivt ladede iongitter).

Bestem ved det absolutte nulpunkt den veerdi af r,, hvorved V (0P/0V )y skifter

fortegn, og kommenter resultatet.

Opgave 3.8

Benyt Sommerfeld-udviklingen til at finde temperaturafheengigheden af spinsuscep-
tibiliteten af en elektrongas og bestem for metallet kalium (hvori teetheden af led-
ningselektroner er N/V = 1,34 - 10® m™3) stgrrelsen af spinsusceptibiliteten ved
T =0Kog T =100 K. Angiv, hvorledes spinsusceptibiliteten varierer med tempe-

raturen for en vilkarlig tilstandsteethed g(e), til laveste orden i temperaturen.

Opgave 3.9

Ledningselektronerne i kobber udgeér med tilnsermelse en ideal elektrongas med
teethed N/V = 8,5-10%® m=3. Beregn varmekapaciteten per partikel ved tempera-
turen T = 10 K. Find ved samme temperatur forskellen mellem varmekapaciteten

per partikel ved konstant tryk og ved konstant rumfang.

Opgave 3.10 (Sommer 88)

En gas af elektroner bevaeger sig i et tredimensionalt kubisk krystalgitter. De sta-
tioneere tilstande for en elektrons bevaegelse kan veelges pa formen uE(FﬁeiE'F, hvor
7 er elektronens stedvektor og uz(7) har samme periodicitet som gitteret. Metallets
volumen er V' og antallet af elektroner N . Energien ¢ af de stationzere tilstande er

givet ved dispersionsrelationen
e(k) = ak® + bk*,

hvor a og b er positive konstanter. I opgaven skal leddet bk* opfattes som en lille
stgrrelse, og de termodynamiske funktioner beregnes til laveste, ikke-forsvindende
orden i b.

a) Bestem Fermi-energien og tilstandstaetheden ved Fermi-energien.

b) Find elektrongassens tryk P , kompressibilitet k = —(0V/90P)r/V og para-
magnetiske (spin)susceptibilitet ved det absolutte temperaturnulpunkt.

c¢) Bestem elektrongassens varmefylde og entropi til laveste orden i temperaturen.
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Opgave 3.11 (Vinter 88-89)

I denne opgave skal vi bestemme termodynamiske stgrrelser for en gas af lednings-
elektroner, der er indeholdt i et (tredimensionalt) volumen V. Ledningselektronerne
bevaeger sig i et periodisk potential hidrgrende fra et kubisk iongitter. Antallet
af ledningselektroner kaldes N. Det kan vises, at de stationsere tilstande for en
enkelt elektrons bevaegelse kan vaelges pa formen u,;e“;"?, hvor 7 angiver elektronens
stedvektor. Funktionen wu; har samme periodicitet som gitteret.

1) Vis, at antallet af tilstande i volumenelementet Ak, Ak, Ak, er

,
T ks Ak, Ak,

Det antages nu, at sammenhangen mellem elektronens energi € og bglgevektoren k

er givet ved
k=n(e),

hvor funktionen 7(e) er en monotont voksende funktion af e.

2) Find tilstandsteetheden udtrykt ved funktionen v og dens afledede. Angiv
tilstandsteetheden som funktion af £ og de indgaende konstanter i hvert af de to
tilfeelde

v = agt/? (1)

og
v = be'/4, (2)

hvor a og b er positive konstanter.
I de to sidste delspgrgsmal. 3) og 4), skal svarene angives for hvert af de to tilfzelde
(1) og (2), udtrykt ved de opgivne konstanter.

3) Find Fermi-energien €r og bestem elektrongassens totale energi E og tryk P
ved det absolutte temperaturnulpunkt.

4) Bestem varmefylden Cy og entropien S ved lave temperaturer og angiv be-

tingelser for, at de fundne udtryk er gyldige.

Opgave 3.12

De stationeere tilstande for en elektrons bevaegelse i et periodisk potential hidrgrende

7)et* T hvor 7 er elektronens stedvek-

fra et krystalgitter kan veelges pa formen wy(r
tor, og funktionen u har samme periodicitet som potentialet. Af dette folger ved
brug af periodiske graensebetingelser, at antallet af tilstande i volumenelementet

Ak, Ak, Ak, er V Ak, Ak,Ak, /473 hvor V er krystallens volumen.
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Elektronens energi ¢ antages at veere givet ved
€ = ¢, = ak® + bk,

hvor a og b er positive konstanter.

i) Find tilstandsteetheden g(¢) i tilfeeldet b = 0.

ii) Vi skal nu tage fjerdeordensleddet i betragtning. Bestem et tilnsermet udtryk
for g(e) til laveste orden i b, idet vi kun betragter sadanne k, for hvilke det gaelder,
at bk* < a.

iii) Diskuter hvorledes de ovenfor fundne resultater aendres, hvis elektronen
beveeger sig i to dimensioner i stedet for i tre. Skitser g(e) svarende til tilfeeldene 1)

og ii) uden ngdvendigvis at regne.

Opgave 3.13 (Sommer 89)

En gas af N elektroner bevaeger sig i et tredimensionalt kubisk krystalgitter. De
stationeere tilstande for en elektrons bevaegelse kan veelges pa formen u,;(F)eiE"?,
hvor 7" er elektronens stedvektor. Funktionen ug() har samme periodicitet som
krystalgitteret. Det oplyses, at antallet af tilstande i volumenelementet Ak, Ak, Ak,
er VAk,Ak,Ak,/47®, hvor V er krystallens volumen. Elektronens energi er givet

ved

e(k) = Eo[3 — cos(kya) — cos(kyb) — cos(k.c)], (1)
hvor Ej er en positiv konstant, mens a, b og ¢ er positive konstanter, om hvilke det
geelder, at abc = V/N,. Her er N, antallet af atomer i krystallen. T det folgende skal
vi udelukkende betragte den situation, at antallet af elektroner N er meget mindre
end antallet af atomer N,.

a) Benyt en raekkeudvikling af (1) til at vise, at tilstandsteetheden for ¢ <
Eq er proportional med /¢ og udtryk proportionalitetskonstanten ved de opgivne

konstanter.

Alle de folgende delspgrgsmal skal besvares pa grundlag af den i a) anvendte ap-
proksimation for tilstandstaetheden.

b) Find Fermi-energien ep.

¢) Med Cy betegner vi varmekapaciteten hidrgrende fra elektronernes bevaegelse.
Bestem Cy ved lave temperaturer, ' < Tr, hvor Tr = ep/k er Fermi-temperaturen
(k er Boltzmanns konstant).

d) Ifplge Dulong og Petits lov er varmekapaciteten af en krystal bestaende af N,
atomer lig med 3N, k. Find forholdet mellem den under c¢) fundne varmekapacitet
og 3N,k, i tilfeeldet N, = 4,7-10%, N =7,2-10"%, By =4,5eV og T = 0,5 K.
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Opgave 3.14 (Vinter 89-90)

En gas af N relativistiske spin-1/2 fermioner bevaeger sig i et (tredimensionalt)
volumen V. Gassens partikeltaethed er sa stor, at det for alle temperaturer er

tilladeligt at benytte det ekstremt relativistiske udtryk
e=cp

for sammenheengen mellem partiklernes energi € og impuls p.

a) Benyt en raekkeudvikling, der er gyldig for hgje temperaturer, til at finde
gassens energi ' som funktion af temperaturen til laveste, ikke-forsvindende orden
i Plancks konstant #.

b) Angiv gassens tilstandsligning og varmekapaciteten per partikel, ¢y, pa basis
af den ovenfor foretagne approksimation for E. Skitser en kurve, der viser, hvorledes
gassens tryk P gange dens volumen V afhsenger af temperaturen i den ekstremt

relativistiske graense.

Opgave 3.15 (Sommer 90)

En ideal gas af fermioner har en tilstandsteethed, der er konstant i et afgreenset

interval

N/A ; —A<e<A
g(e) =
0 ; el > A,
hvor N er antallet af fermioner.
a) Vis at det kemiske potential u = €, = 0, uafheengigt af temperaturen. Opstil
et integral-udtryk for den indre energi . Benyt at

a zZ a zZ
dz = —1g2 2/ d
/_aez+1 : 20+ 0 e*+1 i

og find varmefylden C'i greensen k7T < A.

b) Find E til forste orden i A/kT i hgjtemperatur-graensen, og bestem C'i denne
tilnesermelse.

c¢) Udled den generelle relation mellem det store termodynamiske potential €2 og
den indre energi F, som funktion af N, T og A, ved en partiel integration af 2 =
KT [20 g(e)In{l — f(e)} de, hvor f(e) er Fermi-funktionen. Find greenseveerdien af
entropien S, nar T' — oo.

d) Antag at resultaterne i lav- og hgj-temperaturgraenserne er gyldige for hen-
holdsvis 0 < T < Ty og T > T, hvor Ty er den temperatur hvor de to funktions-
udtryk for C' giver samme veerdi. Skitsér ¢ = C'/Nk som funktion af t = kT'/A, og

sammenlign det totale areal under kurven ¢/t med den korrekte veerdi.
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Opgave 3.16 (Vinter 90-91)

En ideal elektrongas er fordelt i to kamre, nummereret 1 og 2, som er adskilt fra
hinanden med en skilleveeg. I kammer 1 er alle elektronernes spin polariseret opad,
mens elektrongassen i kammer 2 har alle spin polariseret nedad. Kamrene har samme
volumen, V; = V5, indeholder det samme antal elektroner Ny = N,, og har samme
temperatur 1) =15 = Tj.

a) Bestem Fermi-energien €, og €, af de to delsystemer, udtrykt ved N = N;+ Ny,
V =V, + V5, samt h og elektronens masse m. Find relationen mellem den indre
energi E,, tryk P, og volumen V,, for hvert af kamrene (o = 1 eller 2), og vis at

trykket er ens i de to kamre, P, = P,, for en vilkarlig veerdi af Tj.

Skilleveeggen fjernes uden at systemet udveksler energi med omgivelserne. Der vil
nu ske en irreversibel sammenblanding af de polariserede elektroner, saledes at slut-
tilstanden vil blive en upolariseret gas af N elektroner i volumenet V med tempe-
raturen 7', trykket P og entropien S.

b) Vis at trykket er usendret, P = P;. Find Fermi-energien £ af den upolari-
serede elektrongas, og angiv forholdet r = ¢;/ep. Udnyt Sommerfeld-udviklingen
til forende orden i kT'/ep til at udlede et tilnsermet udtryk for k7'/ep, nar start-
temperaturen 7y = 0. Bestem den tilsvarende entropiforggelse AS =S — (S; + Ss).

¢) Benyt ligningen mellem E, P og V for den ikke-vekselvirkende elektron-
gas, samt generelle relationer mellem de termodynamiske variable, til at vise at
S = (%E — uN)/T, hvor E og u er sluttilstandens indre energi og kemiske poten-
tial. I hgjtemperatur-greensen kan Fermi-fordelingen tilnsermes med den klassiske
Boltzmann-fordeling. Vis, at i denne graense er

5 N SN Y
S=SNk=Nkln(7) A:—%Et;fQN. (1)

d) Bestem T (som funktion af Tjy) og entropitilveeksten AS = S — (S + Ss) i
hgjtemperatur-graensen til samme orden som S i ligning (1).

Hvad bliver AS hvis spinnene i de to kamre er polariseret i samme retning?

Opgave 3.17 (Sommer 91)

Elektronerne i et metal opfgrer sig som en ideal Fermi-gas. Der er N elektroner, og

sammenhaengen mellem elektronernes energi og deres bglgevektor ¢ er
e, =Wa/a)® i 0<q<q,

hvor ¢ = /¢ + ¢2 + q2. W er “band-elektronernes” maksimale energi, som er fast-
lagt ved at antallet af tilstande A for en elektron, i energiintervallet fra 0 til W, er

2N.
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a) Vis at tilstandsteetheden g(e) = g er uatheengig af energien ¢, i intervallet
0 <e< W, og find g udtrykt ved de givne parametre N og W.
b) Bestem Fermi-energien . Find systemets indre energi F, nar temperaturen

T = 0, samt varmekapaciteten C' og entropien S til forste orden i kT'/e .

Benyt et simpelt argument til at bestemme Fermi-fordelingen f(g), for 0 < e < W,
i hgjtemperaturgraensen k7' > W, og udregn E og S i denne graense.

Opgave 3.18 (Vinter 91-92)

En ideal gas af N elektroner er beskrevet ved en tilstandsteethed, g(e), der er sym-
metrisk mht. Fermi-energien: g(e —ep) = g(ep —¢). Dvs. veelges en energiakse med
nulpunkt i e, er g(e) = g(—¢).

a) Vis at, hvis det kemiske potential u = 0, er Fermi-funktionen f(—¢) = 1— f(¢).
Benyt dette til at vise, at u = € = 0 er opfyldt uathaengigt af temperaturen, nar
9(e) = g(—e).

I resten af opgaven benyttes e = 0 og g(—¢) = g(¢), hvor

9 le| <A
g(e) =1 9 A<le| W
0 ; W< el

b) Udtryk N og den indre energi E(0), nar temperaturen 7' = 0, ved de givne
parametre g;, g5, A og W. Vis at temperaturtilveeksten i indre energi kan skrives:
AE =E(T)—- E(0) = AE, + AE,, hvor

w w
AEl:291/0 e fe)de AE2:2(92_91)/A e f(e)de

c¢) Udregn forste betydende bidrag til AE, og til AFE, i tilfeldet kT < A < W,
og bestem varmefylden C' i samme orden.
d) Vis at

AJKTy =2In(A/KTy) +a 5 a=[6(g — g1)/(7*g1)]

hvor T, er den temperatur hvor de to bidrag til ', som stammer fra henholdsvis
AFE, og AE,, er lige store. Find en numerisk iterativ lgsning til denne ligning og
angiv Ty (i kelvin), nar g, = 1000 g, og A =0.1W =1eV.
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4 Bosoner

Som indledning til opgaverne i dette afsnit skal vi omtale nogle karakteristiske traek
ved de bosoner, der indgar i beskrivelsen af faste stoffers termodynamiske egen-
skaber. Det er nemmest at indfgre sadanne partikler ved at tage udgangspunkt i
éndimensionale modeller. Vi skal derfor basere diskussionen pa linesre kaeder af
koblede atomer, selvom det vises i den statistiske fysik, at sadanne éndimensionale
systemer ikke kan optreede i en ordnet tilstandsform.'® I princippet er det derfor
ngdvendigt fra starten at betragte et tredimensionalt system, der er magnetisk ord-
net ved endelige temperaturer. Beregningen af bosonernes energi i det tredimension-
ale tilfeelde forlgber imidlertid pa ganske tilsvarende made som i det éndimensionale,
der er lettere at overskue. Vi skal derfor generalisere de éndimensionale resultater
til tre dimensioner og benytte de resulterende partikelenergier til bestemmelse af de

termodynamiske egenskaber af faste stoffer.

4.1 Gittersvingninger

I faste, krystallinske stoffer er atomerne regelmaessigt ordnet i et gitter. De enkelte
atomer kan udfgre svingninger om deres ligevaegtsposition, men disse svingninger
er ikke uafhaengige. De svingninger, som et bestemt atom udfgrer omkring dets
ligeveegtsposition, vil pavirke naboatomernes svingninger. Et krystallinsk stof kan
derfor opfattes som et system af koblede oscillatorer. 1 det folgende skal vi se, at
beveaegelsen af disse oscillatorer bestemmer temperaturaftheengigheden af de faste
stoffers varmefylde. Samtidig vil det blive klart, at et fast stof med god tilnsermelse
kan betragtes som en gas af uafhaengige Bose-partikler, de sakaldte fononer.

For at indse dette skal vi ga frem i tre trin, hvoraf det fgrste kun benytter klassisk
mekanik, det andet kvantemekanik og det tredje statistisk mekanik. Hensigten er
at omforme bevaegelsesproblemet for de koblede oscillatorer til et simplere, hvori
svingningerne sker uafhaengigt af hinanden. Man kalder en sadan transformation en
overgang til normalkoordinater og de resulterende svingninger for normalsvingninger
(engelsk normal modes). Forst vil vi gennemfgre overgangen til normalsvingninger

for den simplest teenkelige ‘krystal’, der bestar af en linezer keede af atomer.

1Den laveste energi af en lineser ferromagnetisk keede fremkommer ved, at de atomare spin er
ensrettede (sa godt det nu kan lade sig gore ifglge kvanteteorien), men systemet vil ved enhver

endelig temperatur have mindst fri energi, nar det ikke er magnetisk ordnet.
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4.1.1 Normalsvingninger

Dette afsnit omhandler det klassiske bevaegelsesproblem. Vi betragter en linesger
kaede af atomer, der er indbyrdes koblede ved fjedre med samme kraftkonstant K

(fig. 4.1). Atomernes masse kaldes M. Med u,, betegner vi udsvinget af det n’te atom

WWWYM

Figure 4.1: Lineger kaede

fra ligeveegtsstillingen, d.v.s. at u, er forskellen mellem atomets faktiske position og
dets ligeveegtsposition, hvori den potentielle energi er mindst mulig. Atomerne kan
kun beveege sig i kaedens leengderetning. Vi skal senere se, hvorledes denne model
kan generaliseres til det tilfaelde, hvor atomerne sidder i et tredimensionalt gitter og
kan svinge i en vilkarlig retning i rummet.

Ifglge Newtons anden lov er accelerationen i, af det n’te atom givet ved
Mii, = =K (uy — tp_1) — K(ty — tpy1). (4.1)

Idet kaeden antages at besta af N atomer, vil vi palegge lpsningerne til (4.1) de

periodiske randbetingelser
Uy = Ug » Unyy = Uy (4.2)

Afstanden mellem naboatomer i ligevaegt kaldes for a, og keedens lsengde L er
abenbart L = Na. Randbetingelserne (4.2) svarer til, at keedens ender er fgjet

sammen som illustreret i fig. 4.2.

A B

L )
I |

Figure 4.2: Periodiske randbetingelser
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Ved Igsningen af bevaegelsesligningerne er det bekvemt at opfatte u,, som realde-

len af en kompleks stgrrelse. Vi ser nemlig, at (4.1) er tilfredsstillet af
u, = uoeiqna—iwt (43)

forudsat, at w og ¢ er knyttet sammen ved betingelsen

Muw? = K[(1 — €99) + (1 — %)) = 4K sin? % (4.4)

Lgsningen (4.3) har form af en plan bglge
glar—iwt, (4.5)
hvor stedkoordinaten x antager de diskrete veerdier x = na, n = 1,---, N. Bglge-

tallet' er ¢/27, mens den angulaere frekvens er w . Det virkelige udsving u,, er

naturligvis en reel storrelse, og (4.3) ber strengt taget skrives pa formen
u, = Ruge' " = ug cos(qna — wt), (4.6)

hvis ug er valgt reel. Symbolet R angiver realdelen. Ofte udelader man imidlertid
af bekvemmelighedsgrunde R, idet man underforstar, at realdelen tages af slutresul-

tatet. Nu fremkommer ved indsettelse i (4.1) den samme betingelse (4.4) svarende

til
w= 2\/ |Sl (4.7)

idet fortegnet af w veelges positivt.

En ligning som (4.7), der sammenknytter bglgetal og frekvens, kaldes for en
dispersionsrelation. Det svingningsmgnster u,,, der hgrer til en bestemt veerdi af ¢
(og dermed w), betegnes en normalsvingning. Dispersionsrelationen (4.7) er vist i
fig. 4.3. Bemeerk, at sammenhaengen mellem w og ¢ er lineser for sma ¢. I denne

graense svarer svingningsmgnstret til en lydsvingning, med dispersionsrelation

w = sq, (4.8)
hvor lydhastigheden s er givet ved
K
= a\| —. 4.9
s=a\ 77 (4.9)

Nar frekvensen w bliver lille for sma veerdier af ¢, skyldes det, at svingningsmgnstret
i denne grzense naesten ikke flytter naboatomer i forhold til hinanden. Hvis ¢ deri-
mod antager veerdien 7/a, vil naboatomer svinge mod hinanden (u,, = —u,_1), og

frekvensen w bliver derved maksimal, lig med 2,/ K/M.

HStgrrelsen ¢ er det cirkuleere eller cykliske bglgetal, men betegnelsen forkortes hyppigt i litte-
raturen til at ¢ er bglgetallet.
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Figure 4.3: Dispersionsrelation for lineser kaede

Vi kan nu benytte graensebetingelserne (4.2) til at bestemme de tilladte vaerdier
af g. Bemaerk, at problemstillingen er rent klassisk. For at (4.2) kan veere opfyldt
ma ligningen

eVt =1 (4.10)

veere tilfredsstillet, og ¢ skal derfor opfylde ¢Na = 27m svarende til

m 2w

- - 411
4= 5N (4.11)

hvor m er et helt tal (positivt, negativt eller nul).
Foruden (4.11) ma de mulige bglgetal tilfredsstille endnu en betingelse. Hvis
vi nemlig i (4.3) erstatter ¢ med ¢ + 27/a, vil u, og dermed svingningsmgnstret
ikke sendre sig. De to forskellige veerdier af bglgetallet svarer altsa til det samme
svingningsmgnster, i konsekvens af, at det kun er veerdien af den plane bglge (4.5)
i gitterpunkterne x = na, der har fysisk betydning. Da svingningsmgnstret er
uagendret, hvis vi laegger et helt multiplum af 27 /a til ¢, kan vi begrezense ¢ til at
ligge i omradet
T T
——<qg< - (4.12)
a a

Lad os opsummere, hvad vi har vist om normalsvingninger og deres egenskaber.
Krystalatomernes udsving kan sammensattes af svingningsmgnstre som (4.3), forud-
sat at w og ¢q er knyttet sammen via dispersionsrelationen (4.7). Der er praecis N
mulige svingningsmgnstre, nemlig lige sa mange som de tilladte veerdier af ¢ inden
for intervallet —7/a < ¢ < 7/a.

Inden vi gar over til den kvantemekaniske behandling af svingningsproblemet,

skal vi understrege, at den forudgaende behandling af gittersvingningerne er rent
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klassisk. De klassiske bevaegelsesligninger medfgrer bl.a. at ¢ kun antager diskrete
veerdier, (4.11), pa grund af keedens endelige laengde, men dette resultat er iden-
tisk med betingelsen (3.14) (L = Na) udledt for en partikels kvantemekaniske
bglgefunktion i én dimension. I det fglgende afsnit skal vi kvantisere gittersving-
ningerne og vise, hvorledes systemets Hamilton-operator fremkommer ud fra dets

Hamilton-funktion.

4.1.2 Fononer

Vi har nu lgst det klassiske bevaegelsesproblem for den linesere kaede bestaende af
N atomer, hver med masse M, hvis vekselvirkning er repraesenteret ved fjedre med
kraftkonstant K. Et svingningsmgnster som (4.6) lgser de klassiske beveegelses-
ligninger, forudsat at w og ¢ er knyttet sammen via (4.7). En vilkarlig lgsning,
der svarer til bestemte begyndelsesbetingelser, fremkommer ved en superposition
af sadanne normalsvingninger. Den komplicerede bevaegelse af de koblede gitter-
atomer er herved oplgst i noget langt simplere, en overlejring af uathaengige nor-
malsvingninger givet ved (4.6-7). Med udgangspunkt i dette klassiske resultat er
det neerliggende at gaette pa, at Hamilton-operatoren H for den linezre kaede er en

sum over ¢ af led, der har samme form som for en enkelt oscillator, svarende til

H =Y hwyala, +1). (4.13)

H=Y [;—AZ + g(un — 1), (4.14)

hvor Poisson-parenteserne for udsvingene u,, og de tilhgrende generaliserede impulser

Pn €r givet ved

Kvantiseringen foregar ved, at Poisson-parentesen (4.15) erstattes med kommu-

tatoren divideret med ¢h, svarende til

Vi bruger nu vor viden om eksistensen af de klassiske normalsvingninger og udtryk-

ker operatorerne i, og p, ved operatorerne (), og P, igennem

1 A
iy = ——= 3" Qgelm (4.17)
v
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0g

1 . .
o= = S P i, (4.18)
w et

Det ses af (4.17-18), at de periodiske graensebetingelser er tilfredsstillet, forudsat at
q opfylder betingelsen €!4V* = 1. De tilladte veerdier af ¢ er derfor givet ved

q:(—%ﬂ,---,%—l,%)%, (4.19)
hvor vi for nemheds skyld har antaget, at N er lige. Bemeerk, at (4.19) er identisk
med betingelserne (4.11) og (4.12) for de klassiske lgsninger.

Som naevnt fremkommer Hamilton-operatoren ved at u,, og p, i (4.14) opfattes
som operatorer. Pa grund af de periodiske randbetingelser kan vi i operatoren for
potentiel energi erstatte 42 — i, 0,1 med 42 — Uy, (1 +Upy1)/2. Ved indsaettelse af
(4.17-18) i Hamilton-operatoren kan summationen over n udfgres under benyttelse
af

N
Z ila=ame — N§_.. (4.20)
Det er nyttigt at bemeaerke, at ogsa den omvendte relation gaelder

Sl = N§ (4.21)

idet ¢ som vist i (4.19) netop antager N forskellige veerdier.

Som resultat af dette kan Hamilton-operatoren (4.14) udtrykkes som
A 1 - - P
H=>" [quP_q + K(1 — cosqa)Q,Q—4, (4.22)
q
der eftervises ved at indseette (4.17-18) i (4.14) og benytte relationerne (4.20-21).
Ud fra de omvendte relationer til (4.17-18)

\/L_ i:: ~tma (4.23)

0g
. 1 % ‘
= — Y peltne (4.24)
\/anl

der fas af (4.17-18) ved at benytte (4.21), finder vi folgende ombytningsrelationer
mellem Q og ]5,

A » 1 il ~ A i(¢'n'—qn)a .
Qo Pyl = Z (i P — Pl ) X0 =T — 15, (4.25)
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Vi indfgrer nu annihilations- og skabelsesoperatorer ved definitionen

1
\/2Mhw,

1 n A
Py —iMw,Q,). (4.27)

ah = —i (P 4+ iMw,Q_,) (4.26)

0g

A~

P E——
! ,/2thq(

Herved antager H netop formen (4.13), idet w, er den klassiske svingningsfrekvens
givet ved (4.7). Bemerk, at annihilations- og skabelsesoperatorerne som fglge af
(4.25) tilfredsstiller ombytningsrelationerne

[ag, al] = 6, (4.28)

Hamilton-operatoren for den linesere kaede har saledes en meget simpel form,
idet den er en sum af operatorer hgrende til hver enkelt harmonisk oscillator, eller
normalsvingning, specificeret ved en af de N mulige veerdier af ¢. Sammenhangen
mellem svingningsfrekvensen w, og ¢ er den klassiske, givet ved (4.7). De mulige
energiegenveaerdier findes som for den enkelte harmoniske oscillator. Systemets en-
erginiveauer specificeres ved angivelse af antallet af kvanter n, hgrende til hver
normalsvingning, saledes at det tilsvarende bidrag til energien er fiw,(n, + %) Sy-
stemets totale energi i den givne tilstand er da summen over alle ¢ af disse energier.
Tilstanden angives som en ket, maerket med veerdierne af kvantetallene n,,, hvor

index i gennemlgber N veerdier fra 1 til N svarende til (4.19),
|nq1’ Ngyy =y nfhv)' (4'29)

Energikvanterne i en normalsvingning kaldes for fononer pa grund af, at normal-
svingningerne i graensen for lange bglgeleengder (ga < 1) har lineser dispersion,
svarende til lyd, jf. (4.8). I stedet for at teenke pa de forskellige egenveerdier af den
totale energi som en sum af energiegenveaerdierne hgrende til hver normalsvingning,
specificeret ved kvantetallene n,, kan man lige sa godt angive den pagaeldende egen-
tilstand ved antallet af fononer, n,, hgrende til hver normalsvingning. Gitteret er
hermed transformeret fra et system af N atomer, der vekselvirker indbyrdes, til en
samling af fononer (lydkvanter), der ikke vekselvirker. At fonongassen er ideal, er en
konsekvens af, at Hamilton-operatoren kun indeholder led, der er kvadratiske i git-
terudsvingene. Hvis man medtager hgjere ordens led i Hamilton-funktionen (4.14)
og behandler disse som sma storrelser, kan man med god tilnsermelse beskrive krys-
tallen som en samling af fononer, men fononerne far nu en endelig levetid, svarende
til, at en given fonon kan henfalde til to eller flere andre fononer. Sadanne pro-
cesser er afggrende for isolatorers varmeledningsevne, der ville vaere uendelig, hvis

fononerne kunne betragtes som en ideal gas.
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I modseaetning til hvad der geelder for ssedvanlige gasser bestaende af for eksem-
pel kveaelstofmolekyler i en lukket beholder, er antallet af fononer ikke nogen bevaret
stgrrelse. I gitterets grundtilstand, dvs. laveste energitilstand, er antallet af fononer
nul, n, = 0 for alle 7. Som vi skal vise i neeste afsnit, er befolkningen af energi-
tilstandene, ved en given temperatur, bestemt ved Planck-fordelingen, hvorved de
termodynamiske stgrrelser kan bestemmes som for hulrumsstralingen (jf. Landau og
Lifshitz, p. 183).

4.1.3 Gittervarmefylde

En lineser kaede af atomer er naturligvis ikke en tilfredsstillende model for et fast
stof. T en virkelig, tredimensional krystal har et atom typisk seks, otte eller tolv
naermeste naboer, afhengigt af krystalstrukturen. For at bestemme de klassiske
gittersvingninger er det ngdvendigt at tage udgangspunkt i den givne krystalstruktur
og — som et minimum — tage hensyn til koblingen mellem et atom og alle dets
nzermeste naboer. Dette komplicerer beregningen af normalsvingningernes frekvens,
men medfgrer ingen begrebsmaessige sendringer. Metoden er i det tredimensionale
tilfeelde ngjagtig som i det éndimensionale, hvor et atom kun vekselvirker med de to
naermeste naboer. En normalsvingning bliver nu karakteriseret ved en bglgevektor

¢ med tilhgrende anguleere frekvens wg, og (4.3) erstattes med
i = e T, (4.30)

Her er gittervektoren R givet ved R= n1d1 + nads + nads, hvor d; er tre af hinanden
linesert uatheengige basisvektorer, mens n; gennemlgber alle hele tal (i = 1,2, 3). Til
forskel fra det éndimensionale tilfeelde kan atomerne svinge i tre retninger i rum-
met, og der hgrer derfor tre normalsvingninger til hver veerdi af ¢ Man siger, at
gittersvingningerne er polariseret i tre forskellige retninger og angiver disse ved po-
larisationsvektorer, der altid kan veelges vinkelret pa hinanden. Hvis retningen af ¢
er sammenfaldende med en symmetriakse i krystallen, kan polarisationsvektorerne
desuden veelges parallelt med, henholdsvis vinkelret pa ¢. Man taler da om longi-
tudinale, henholdsvis transversale fononer. Hvis krystallens enhedscelle indeholder
forskellige atomer, vil fononspektret foruden tre akustiske grene ogsa omfatte et an-
tal optiske grene. En akustisk gren er kendetegnet ved, at fononfrekvensen gar mod
nul for ¢ — 0, mens dette ikke er tilfeeldet for en optisk gren. De til de akustiske
grene hgrende lydhastigheder, der i lighed med (4.8) fremkommer i graensen ¢ — 0,
har normalt forskellig stgrrelse.

Ogsa kvantiseringen af normalsvingningerne forlgber som vist i det éndimen-

sionale eksempel. Hamilton-operatoren bliver givet ved (4.13), forudsat at ¢ i dette
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udtryk opfattes som (¢, ), hvor A er et polarisationsindex. Ifglge ovenstaende kan
A antage tre forskellige veerdier (A = 1,2, 3) svarende til de tre enhedsvektorer €,
€y og e3, der for et givet ¢, angiver normalsvingningernes polarisationsretninger.
Hermed er vi i stand til at nedskrive de forskellige mulige energiegenvaerdier E; for

krystallen som helhed,
E; = Twga(nga + 3). (4.31)
TA
I dette udtryk skal ¢ opfattes som et index, der star for samlingen af kvantetal ng ».
For at bestemme faste stoffers varmefylde pa basis af de mulige energiveerdier
(4.31) vil vi anvende den kanoniske Gibbs-fordeling (Landau og Lifshitz, p. 80).
Denne statistiske fordeling vedrgrer et system, der er i kontakt med et varmebad
med temperaturen 7. Under disse omstaendigheder vil sandsynligheden p; for at
finde systemet i en tilstand med energi E; veere

o—Ei/kT

Det ses, at summen af p; over alle 7 er 1. k er Boltzmanns konstant.

Vi skal nu se, hvorledes anvendelsen af den kanoniske fordeling pa en harmonisk
oscillator fgrer til Planck-fordelingen.

I det fglgende betragtes en enkelt oscillator i kontakt med et varmebad, og
middelenergien bestemmes som funktion af temperaturen. Spektret af energiegen-
veerdier er givet ved E, = hw(n+3), n=0,1,2---. Sandsynligheden p, for at finde
oscillatoren i tilstanden maerket med n er saledes

e*(’ﬂri’%)hw/kT

P = e i (4.33)

og middelenergien E er derfor
E=Y E.pn (4.34)
n=0

Summen (4.34) udregnes nemmest ved at beregne den sakaldte tilstandssum Z,

der i almindelighed er defineret ved

Z =3 e Bk (4.35)

hvor E; er systemets energiegenveerdier. Nar disse er givet ved F; = hw(i + %),
i=0,1,2--- danner de enkelte led i (4.35) en kvotientrackke. Hermed kan summen
(4.35) let udfgres med resultatet

o—hw/2kT

Z = e MlWT[] 4 o=hw/kT | o=2ho/kT 4 . (4.36)

T 1 o hw/kT"
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Ved sammenligning af (4.34) og (4.35) ses det, at middelenergien kan skrives som

~0InZ(B)

B
hvor parameteren (3 er defineret ved 8 = 1/kT. Nar (4.36) indsaettes i (4.37), bliver
oscillatorens middelenergi udtrykt som

E = (4.37)

1

Funktionen m givet ved
B 1

kaldes Planck-fordelingen. Den er lig med middelveerdien af antallet n af energi-
kvanter i en harmonisk oscillator, hvis klassiske frekvens er w. Nar temperaturen er
hgj i forhold til Aw/k, er @ med tilnzermelse givet ved k7' /hw. Middelenergien bliver
derfor uathaengig af Plancks konstant,

E ~kT. (4.40)

Vi er nu i stand til at finde middelenergien for en krystal bestaende af N atomer.
I den klassiske graense, hvor kT'/h er stor i sammenligning med en vilkarlig fonon-
frekvens, kan vi benytte resultatet (4.40) for en enkelt oscillator og multiplicere dette
med antallet af oscillatorer 3/N. Bemseerk at hvert atom svarer til tre oscillatorer,

idet udsvingene fra gitterpositionen kan forega i tre forskellige retninger. Herved fas

E = 3NkT. (4.41)

Varmekapaciteten C' er i almindelighed givet ved den termodynamiske relation
OE
C=—. 4.42
5T (4.42)
Det er underforstaet, at krystallens volumen er holdt fast ved differentiationen med
hensyn til temperaturen. Sa leenge gittersvingningerne som ovenfor behandles i den
harmoniske approksimation svarende til Hamilton-operatoren (4.13), er der ingen
forskel pa varmefylden ved konstant volumen og ved konstant tryk. I den klassiske

greense, hvor E er givet ved (4.41), bliver varmekapaciteten derfor
C = 3NF. (4.43)

Ved lavere temperaturer geelder (4.43) ikke leengere. Vi kan imidlertid udnytte,

at de mulige veerdier af krystallens totale energi er givet ved summen af de mulige
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energiegenveaerdier for hver enkelt oscillator, hvorfor middelenergien af hele krystallen

er lig med summen af de enkelte oscillatorers middelenergier,

E =) hwg(gr + 3). (4.44)
3
Her er mz, Planck-fordelingen (4.39) med w = wgy. Gyldigheden af (4.44) kan
vises direkte ud fra (4.37) ved som ovenfor at danne tilstandssummen Z, der er et
produkt af 3N faktorer Zz , hvor hver faktor Zz, er givet ved (4.36) med w = wg,.
Middelenergien fas da af (4.37) ved at benytte at In Z er summen af In Zz , over ¢, A
og bliver som ventet givet ved (4.44).
Varmefylden kan saledes findes af (4.44) og (4.42) pa basis af et givet fononspek-
trum wg . Da de tilladte vaerdier af ¢ ligger meget teet i en krystal af makroskopisk

udstraekning, kan summen over ¢ omdannes til et integral ifolge

vV .
Z"':(QT)a/"'dq (4.45)

—

q

hvor V' er krystallens volumen. Reglen (4.45) eftervises ved at generalisere (4.11)
til tre dimensioner som fglger. Vi betragter en kubisk krystal, hvis enhedscelle har
kantleengderne aq, as og as, og hvis volumen V udggres af N = N; Ny N3 enhedsceller.

Komposanterne af vektoren ¢ skal da antage vaerdierne

my 27 mg 27 ms 2T
quFIa—la Qyzﬁza—27 szﬁja—37 (4.46)
hvor my, ms og ms er hele tal, for at de periodiske randbetingelser kan blive opfyldt.
I almindelighed er det kompliceret at beregne gittervarmefylden ud fra (4.44)
pa basis af et realistisk fononspektrum, da wg, ikke alene athesenger af leengden af
bolgevektoren ¢, men ogsa af dens retning. Nar temperaturen er sa lav, at k7'/h er
meget mindre end den storste fononfrekvens (smlgn. fig. 4.3), er beregningen af mid-
delenergien og dermed varmefylden imidlertid simpel. Da vi kun er interesseret i at
bestemme temperaturafheengigheden af middelenergien, kan vi se bort fra % i(4.44).
Antager vi for nemheds skyld, at alle tre akustiske grene har samme lydhastighed s,
bliver den temperaturatheengige del af middelenergien ved lave temperaturer givet
ved

_ 1% oo 9 hsq

idet volumenelementet dg,dg,dg. er g¢*dgsinfdfdg i polere koordinater, og
[T sin0df [7™ dp = 4. 1(4.47) er V krystallens volumen, og tretallet foran integralet
skyldes, at vi har taget hensyn til de tre mulige polarisationsretninger. Integratio-
nen over q er i (4.47) udstrakt til uendelig. Gyldigheden af denne approksimation
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er betinget af, at temperaturen er sa lav, at bidraget til middelenergien fra inte-
grationen over den del af g-rummet, hvori fononfrekvenserne ikke afhsenger linesert
af g, er forsvindende. Som det ses af (4.39) er det Planck-fordelingens eksponen-
tielle afthaengighed af wg ) for hwgy > kT, der ggr det muligt at foretage en sadan
approksimation ved lave temperaturer.

For at finde temperaturafthaengigheden af middelenergien E er det bekvemt som

integrationsvariabel at benytte den dimensionslgse variable

_ g

4.4
hvorved (4.47) ses at blive
— 3 V(ED)* o 23
= — dz. 4.49
272 (hs)? /0 O (4.49)

Verdien af integralet i (4.49) er /15 (jf. Landau og Lifshitz, p. 170 eller Appendix

A). Heraf fas resultatet for varmekapaciteten
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4.2 Spinbglger

Mens krystalgitterets mulige tilstande blev karakteriseret ved et antal fononer hgren-
de til hver af de forskellige normalsvingninger, skal vi i det fglgende se, hvorledes fer-
romagneter ved lave temperaturer kan beskrives ved spinbglger, ogsa kaldet magnoner.
Ligesom fononerne repraesenterer magnonerne mulige eksciterede tilstande af sys-
temet, altsa tilstande med hgjere energi end grundtilstanden. Vi vil ferst finde
magnonernes energi som funktion af deres bglgetalsvektor og dernaest anvende for-
mel (4.44) for middelenergien til at finde et ferromagnetisk stofs varmefylde ved lave
temperaturer.

For nemheds skyld betragter vi en linezer kaede af atomer, der vekselvirker med

de naermeste naboatomer. Hamilton-operatoren for den magnetiske keede er

ﬁ - —JZ an . §n+1 == —JZ [S’n,zé’rH»l,z + %(S’n7+;§n+17, + Sn,fé’n+l,+)]7 (451)

hvor J er en positiv konstant. Her er som seedvanlig S+ = Sx+i§y og S =8, —igy.
Spinoperatorernes egenveerdier er for nemheds skyld gjort dimensionslgse ved, at alle
spinoperatorer er divideret med h. Herved far J dimension af energi. Atomernes
positioner i keeden er nummereret ved n = 1,2,3,---, N, hvor N er antallet af
atomer, og vi anvender som ovenfor periodiske graensebetingelser. Ved at udnytte

impulsmomentoperatorernes egenskaber ser man, at tilstanden |0) givet ved

0) = [s1, 82, sn) (4.52)
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Figure 4.4: Grundtilstand for lineser magnetisk kaede

er en egentilstand for H,

H|0) = —JNs%|0), (4.53)

idet s; = s angiver den (feelles) maksimale veerdi af det i’te atomare spins z-
1
29
end denne veerdi, da de atomare spin fremkommer ved sammensaetning af mange

komposant (for en enkelt elektron er s = <, men i almindelighed kan s vaere stgrre
elektroners impulsmoment). Tilstanden |0) er saledes givet ved at egenveerdien
for ethvert S'n,z er s. Denne tilstand er anskueliggjort pa fig. 4.4. Det er ikke
sveert at vise, at egenveerdien i (4.53) er den mindst mulige svarende til systemets
grundtilstand, men dette bevis skal vi udelade her. Ud fra en klassisk betragtning
er det plausibelt at den laveste energi fremkommer ved at ‘ensrette’ spinnene, idet
J er antaget positiv. Hvis J er negativ som for et antiferromagnetisk materiale, er
forholdene veaesentligt mere komplicerede, og det er ikke muligt at finde et simpelt
udtryk for systemets grundtilstand svarende til (4.52-3).

Lad os nu forsgge at finde eksciterede tilstande for systemet, altsa egentilstande
for Hamilton-operatoren med energier, der er stgrre end grundtilstandsenergien

—JNs%. Vi betragter en (normeret) tilstand |n) givet ved
n) = —=
n)y=—

2s

Denne tilstand, der er anskueliggjort pa fig. 4.5 i tilfeeldet s = %, er imidlertid ikke

Sp._|0). (4.54)

en egentilstand for . Man far nemlig (jf. fig. 4.5)
Hin) = —Js(|n+1) 4 |n — 1)) = J(N — 2)s*|n) — s(s — 1)2J|n) (4.55)

ved at benytte de kendte egenskaber af impulsmomentoperatorerne. Danner vi nu

linearkombinationen .
= — > ""n), 4.56
o) = 2 e ln) (1.56)
hvor a er afstanden mellem naboatomer, bliver (4.56) en egentilstand, idet

H|q) = [-JNs*+2Js(1 — cos qa)]|q). (4.57)
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Figure 4.5: Illustration af (4.54) for s = 3.

Abenbart er |g) en eksciteret tilstand med energi
hw, = 2Js(1 — cos ga) = 4Jssin® ga,/2 (4.58)

relativt til grundtilstanden. Ligesom krystalgitterets egentilstande ovenfor blev an-
givet ved antaller af fononer (energikvanter) hgrende til en bestemt normalsving-
ning, kan vi opfatte tilstanden (4.56) som en egentilstand, der indeholder netop én
magnon. Bemark, at denne tilstand er en egentilstand for z-komposanten af det
totale spin med egenveerdi Ns — 1 (i enheder af %), da den er fremkommet ved en
superposition (4.56) af tilstande som (4.54), der er egentilstande for z-komposanten
af det totale spin med egenveerdi Ns—1, idet operatoren S'n,, reducerer egenvaerdien
med 1 i forhold til grundtilstandens.

Som naevnt i indledningen til dette kapitel, er vi interesserede i tredimensionale
magnetiske systemer. Beregningen af magnonenergien forlgber i det tredimensionale
tilfzelde pa helt tilsvarende vis. Antager vi for nemheds skyld, at det magnetiske
materiale er ordnet i et simpelt kubisk gitter, skal magnonenergien (4.58) erstattes
med

hwg = 4Js[sin?(gza/2) + sin®(q,a/2) + sin*(g.a/2)], (4.59)

idet magnontilstanden er karakteriseret ved en tredimensional bglgevektor ¢ som for
fononer. Dispersionsrelationen (4.59) har kubisk symmetri, idet magnonenergien
ikke sendrer sig ved en ombytning af akserne i g-rummet. Den er anisotrop i den
forstand, at energien ikke blot afheenger af leengden af ¢, men ogsa af retningen.
Ved lave temperaturer (T' < J/k) er det primaert de langbglgede magnoner med lille
energi, der bestemmer de termodynamiske stgrrelser, da middelantallet af magnoner

som for fononer er givet ved Planck-fordelingen

1

ng = AT 1 (4.60)

o4



jf. (4.39). Det er derfor ved lave temperaturer tilstreekkeligt at benytte magnon-

energien (4.59) i greensen for sma bglgevektorer svarende til
hw, = Jsq*a®. (4.61)
Den temperaturafhaengige del af middelenergien E er

E =) hwgmg. (4.62)
7

Ved at indsaette (4.61) i dette udtryk for middelenergien og benytte (4.45), hvor

V = Na® er volumenet af det magnetiske materiale indeholdende N atomer, fas

_ Ng o 2 9
Joj / 2 Jsq¢a” (4.63)
0

(27’(’)3 q eJsq?a?/kT _ 1

jf. (4.47). Indfgres den dimensionslgse variable z = Jsq?a?/kT finder man

3
2

E =

LN(kT)g/OO x
0

d 4.64
472 (Js)% o —1 4" (4.64)

idet veerdien af integralet i (4.64) er I'(5/2)((5/2), hvor I'(z) og ((2) er henholdsvis
gamma- og zetafunktionen (jf. Landau og Lifshitz, p. 170 eller Appendix A). Herved
bliver varmefylden (4.42)

5L(3)C(3) rrp KT
§7T2 ; Nk(g

Denne lov er i god overensstemmelse med malinger af jerns varmefylde ved tempe-

C = )2 (4.65)

raturer, der er meget mindre end J/k.
Magnetiseringen findes pa tilsvarende made, idet tilstandene (4.56) som naevnt
svarer til, at z-komposanten af det totale spin er reduceret med 1. Middelantallet
af spinbglger ved en given temperatur er derfor et udtryk for den relative sendring
af magnetiseringen M (T') ved lave temperaturer. Vi har derfor
L(3)¢(3) kT

Pl DL D

M(T) = MO)1 = 3= 3 ] = M(O)[1 -

4.3 Ideal gas af bosoner

Statistiske beregninger af de termodynamiske funktioner for Bose-systemer involverer,
ligesom i Fermi-systemer, at man skal summere energiathaengige stgrrelser mht. ¢,
og det er derfor igen fordelagtigt at indfgre énpartikel-tilstandsteetheden g(g). For
frie Bose-partikler er g(e) givet ved (3.23) med en heltallig veerdi for s. Spinnet s

kan eventuelt veere 0, svarende til at g-tilstandene ikke har nogen spin-udartning.
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For fotoner er s = 1, men longitudinale fotoner eksisterer ikke sa udartningsgraden,
‘2s 4+ 1, er 2 for fotoner.
Det store termodynamiske potential €2 er, ifl. Landau og Lifshitz ligning (54.4),

givet ved
Q=TS In[l — r=sd/T] = kT / 1+ n(e)] de, (4.67)
q,0
nar vi introducerer g(g) og Bose-fordelingen n(s) = 1/[exp{(¢ — p)/kT} — 1]. Den

afledede af Bose-fordelingen kan skrives

on(e)/0e = —n(e)[1l + n(e)|/kT, (4.68)
og helt analogt med regninger i afsnit 3.2 fas ved en partiel integration:

Q= QT,V, 1) = — [ T GEme)de ; Gle) = L T g de. (4.69)

Det kemiske potential p bestemmes af antallet af partikler N, og bade N og den

indre energi E er givet ved de samme udtryk som for Fermi-systemer:

N = /O:O g(e)n(e) de ;o E= /O:O eg(e)n(e) de. (4.70)

Det betyder for eksempel, at relationen (3.31), PV = %E, ogsa er gyldig for frie
Bose-partikler (g(g) oc £'/2).
Hgjtemperaturudviklingen forlgber helt parallelt med regningerne i afsnit 3.5.
Den eneste andring er et fortegnsskift for kvantekorrektionen i ligning (3.66), dvs.
1 N
E= §NkT[1 - —=—]
2 44/2 A
med A = a(kT)%*T(3/2) og a = (25 + 1)(V/7?h*)\/m3/2.

Ved lave temperaturer bliver det af vigtighed, at tilstandssummen for Bose-

(4.71)

partikler kun konvergerer, hvis
% < €min, (472)

hvor vi normalt har, at ¢,,;, = €4=0 = 0. Bose-Einstein kondensation vil finde sted
ved temperaturen Tj, som er den temperatur der indsat i udtrykket for N, (4.70),
svarer til y = 0 (= ¢,,). For T < T, er udtrykkene ovenfor for 2 og E usendret,
mens F'= Q4+ uN = Q og N er givet ved

= N,—o+ /OOO g(e)n(e) de ;o u=0, (4.73)

hvor N

q=0>
gralet pa hgjre side, er det makroskopiske antal partikler i ‘kondensatet’ (i ¢ = 0-

tilstanden).

der bestemmes ud fra denne ligning som differencen mellem N og inte-
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Vi har i de foregaende afsnit diskuteret forskellige eksempler pa ‘ekscitationer’ i
krystallinske stoffer (fononer og magnoner), som i lighed med fotoner (i termisk
ligeveegt med omgivende stof), har den egenskab, at de opfgrer sig som Bose-
partikler, hvor antallet af ‘partikler’, N, er variabelt. Nar der ikke er noget band
pa antallet af partikler betyder det, at der vil skabes eller destrueres ekscitationer i
systemet indtil den fri energi er minimal, eller

(8F

a—N)TJ/ — =0, (4.74)

i termisk ligeveegt (ved fastholdt volumen). Dette betyder at ekscitationerne er
Planck-fordelt, svarende til Bose-fordelingen med p = 0, og at F' = ().

Der er en yderligere forskel pa, pa den ene side ‘materielle partikler’ og fotoner,
og pa den anden side fononer og magnoner. Der er ikke nogen gvre greense for hvor
energirige de forste slags partikler kan veere (hvis vi negligerer hgjenergetiske par-
dannelse effekter), hvorimod fononers og magnoners energier er begreenset opadtil.
Denne begraensning er en direkte fglge af, at antallet af forskellige énpartikel-til-
stande (= N), i en krystal, er en endelig stgrrelse. I det éndimensionale tilfeelde
beskriver ¢ og q + 27 /a samme tilstand, og g kan derfor afgraenses til at ligge i
intervallet mellem —7/a og 7/a, jf. (4.12). Teeller vi antallet af mulige g¢-tilstande,
(4.11), i dette interval, far vi at det netop er lig antallet af atomer langs keeden,
N (atomer).'? Argumentet kan let generaliseres til det tredimensionale tilfeelde, og

vi har at antallet af forskellige ekscitationstilstande er

N= > 1= /Emaks g(e)de = G(g > emars) = N(atomer/spin), (4.75)
7 Ekrystal €min
hvis vi ser bort fra en eventuel udartning af ekscitationerne (s = 0). Det samlede
antal forskellige fonon-tilstande er 3N (atomer).
Vi skal til slut bemeerke, at € ;, for ekscitationer i faste stoffer ikke ngdvendigvis
er lig u = 0. F.eks. patrykkes en ferromagnet et ydre magnetfelt (B) vil det koste

energi (€., = 9upB), at ekscitere en magnon med ¢ = 0, jf. opgave 4.13.

12Bemeerk at N i afsnit 4.1 og 4.2 er antallet af atomer/spin i krystallen. M& ikke forveksles

med vores termodynamiske antal af ‘partikler’ i Bose-gassen, N i (4.70).
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4.4 Opgaver

Opgave 4.1 (Vinter 84-85)

Et bestemt antiferromagnetisk materiale kan ved lave temperaturer beskrives som
en ideal gas bestaende af Bose-partikler, de sakaldte magnoner. Sammenhaengen

mellem magnonernes energi hw og impuls Ag er givet ved

hw = /A% + Ag?,

hvor A og A er positive konstanter. Det oplyses, at antallet af magnoner er variabelt
som for en gas af fotoner, samt at antallet af magnontilstande i volumenelementet
dq er halvt sa stort som for fotoner.

a) Find magnongassens varmefylde samt antallet af magnoner, idet vi kun be-
tragter temperaturer, der er sa lave, at kT < A.

b) Find magnongassens varmefylde og entropi i tilfeeldet A = 0.

Opgave 4.2 (Sommer 85)

Vi skal i denne opgave bestemme termodynamiske stgrrelser som entropi og varme-
fylde for en ideal Bose-gas, der er indeholdt i et kasseformet volumen V. Sammen-

haengen mellem bosonernes energy £(¢) og impuls hg er givet ved

(@) = A+ Alg — o),

hvor A, A og qq er positive konstanter. Det oplyses, at antallet af bosoner er variabelt
som for en gas af fotoner, samt at antallet af tilstande i volumenelementet dg’er halvt
sa stort som for fotoner.

a) Find Bose-gassens entropi og varmefylde ved temperaturer, der er sa lave at
kT < A og kT < Ag?.

b) Bestem antallet af bosoner ved T'=1 K i et volumen pa 1 cm?®. De nzevnte
konstanter antager folgende veerdier: A/k=9K, g =2-10cm™! og A/k = 4-1071
Kem?.

c¢) Find det tryk, som Bose-gassen udgver pa kassens overflade under de i spgrgs-

mal b) neevnte betingelser (angiv trykkets veerdi i atmosfeerer).
Opgave 4.3 (Vinter 85-86)

Flydende *He kan ved lave temperaturer opfattes som en ideal gas af bosoner, de

sakaldte fononer, hvis antal er variabelt som for en gas af fotoner. Fononerne befinder
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sig i et kasseformet volumen V', og det oplyses, at antallet af tilstande i volumenele-
mentet dq er halvt sa stort som for fotoner. Sammenhaengen mellem fononernes

energi €(¢) og impuls /¢ er for sma ¢ givet ved

2

e(@) = heg(1 + L),
40

hvor ¢ og qy er positive konstanter.

a) Vis at tilstandsteetheden g(¢) for sma ¢ har formen
g(e) = Ae® + B,

Bestem A og B ud fra de opgivne konstanter.

b) Find fonongassens fri energi F', entropi S, tryk P og energi F ved lave tempe-
raturer (bidrag til laveste, ikke-forsvindende orden i k7'/hcqo skal medtages). Angiv
forholdet PV/E og kommenter resultatet.

Opgave 4.4 (Sommer 86)

I denne opgave betragter vi et ferromagnetisk materiale, der med god tilnsermelse
kan opfattes som vaerende éndimensionalt. Ved lave temperaturer kan ferromag-
neten beskrives som en ideal gas bestaende af Bose-partikler, de sakaldte magnoner.

Sammenhaengen mellem magnonernes energi hw og deres impuls hq er givet ved
w= D¢’

hvor D er en positiv konstant. Magnonerne er beskrevet ved bglger af formen

eiqmefiwt ]

Det oplyses, at antallet af magnoner er variabelt som for en gas af fotoner.

a) Benyt periodiske graensebetingelser til at angive de mulige veerdier af ¢, idet
det ferromagnetiske materiale antages at udfylde omradet 0 < x < L. Angiv til-
standstaetheden som funktion af magnonfrekvensen w, idet det opgives, at der til
hver mulig veerdi af ¢ svarer netop én magnontilstand.

b) Find magnongassens varmefylde og entropi som funktioner af temperaturen
og konstanten D.

Opgave 4.5 (Vinter 86-87)

Vi betragter en ikke-vekselvirkende Bose-gas med kemisk potential lig med nul,

svarende til at antallet af partikler ikke er bevaret. Partiklerne bevaeger sig i d
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dimensioner. Sammenhaengen mellem partiklernes energi € og deres impuls hqg er
givet ved € = ¢1¢®, hvor ¢; og « er positive konstanter. Bestem forholdet PV/E,
hvor P er trykket, V volumenet og E energien. Angiv hvorledes P afhaenger af

temperaturen.

Opgave 4.6 (Sommer 87)

En ideal Bose-gas bestar af N partikler, der er indeholdt i volumenet V. Partiklernes
masse kaldes m. Opgaven gar ud pa at bestemme Bose-gassens varmefylde Cy, ved
temperaturer T > Tj, hvor Ty er temperaturen for Bose-Einstein kondensationen.
a) Nar T gar mod uendelig, naermer Cy sig resultatet for en ideal Boltzmann
gas. Find korrektionen til Boltzmann-resultatet som funktion af Ty /T, for T > T.
b) Angiv veerdien af det under a) bestemte tilngermede udtryk for Cy ved T =
Th. Sammenlign med det eksakte resultat og skitser varmefylden som funktion af

temperaturen for alle 7.

Opgave 4.7

I denne opgave skal vi udlede Stefan-Boltzmann loven ved at benytte relationen
TdS = dE 4+ PdV pa en fotongas. Det oplyses, at energien E er E = Vu(T), hvor
w er en funktion af temperaturen 7', samt at P = u/3.

Find (0S/0T)y og (0S/0V )7 og benyt identiteten 92S/0VOT = 9*S/0TOV til
at finde en differentialligning til bestemmelse af u(7").

Opgave 4.8 (Sommer 88)

Vi betragter et ferromagnetisk materiale, der med god tilnsermelse kan opfattes
som vaerende todimensionalt. Ferromagneten beskrives som en ideal gas af Bose-
partikler, de sakaldte magnoner. Antallet af magnoner er variabelt som for en gas
af fotoner. Det oplyses, at sammenhaengen mellem magnonernes energi hw og deres
impuls hq er givet ved

w = D1¢’ + Dy

hvor ¢ = (¢s,q,) er den todimensionale bglgevektor, mens D; og D er positive

konstanter. Magnonerne er beskrevet ved bglger af formen

eiqu—l—iqyye—iwt )

Det opgives, at der til hver mulig veerdi af (g,, g,) svarer netop én magnontilstand,

og det ferromagnetiske materiale antages at udfylde omradet 0 < x < L ,0 <y < L.
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a) Find magnongassens fri energi som funktion af temperaturen og de opgivne
konstanter.

b) Find magnongassens varmefylde og entropi.

Opgave 4.9 (Sommer 88)

Denne opgave vedrgrer Bose-kondensation. Vi betragter en ideal Bose-gas, om
hvilken det er oplyst, at tilstandsteetheden g(¢) som funktion af energien e er pro-
portional med €, hvor « er en konstant. Angiv og begrund en betingelse, som «
skal opfylde, for at Bose-kondensation er mulig. Diskuter betingelsen for en ideal
gas af bosoner med masse m i hvert af de tre tilfeelde, der svarer til bevaegelse i én,

to eller tre dimensioner.

Opgave 4.10 (Vinter 88-89)

En todimensional krystal kan med tilnsermelse beskrives som en ideal gas af bosoner,
de sakaldte fononer, hvis antal er variabelt som for en gas af fotoner. Fononerne
befinder sig i et omrade med areal A. Sammenhaengen mellem fononernes energi

hw(q) og impuls hq er for sma g givet ved

w=cq(l =), (1)

idet ¢ = (qs,q,) er den todimensionale bglgevektor. Det oplyses, at antallet af
tilstande 1 fladeelementet Aq,Aq, er AAg, Ag, /7.

1) I dette sporgsmal skal vi helt se bort fra det kubiske led —cg®/q3 i (1), saledes
at w = ¢q. Find fonongassens fri energi F', entropi S, tryk P og energi E som
funktioner af temperaturen.

2) Idet vi nu beholder det kubiske led i (1), skal de i delspgrgsmal 1) angivne

termodynamiske stgrrelser bestemmes til laveste, ikke-forsvindende orden i T'/heqq.

Opgave 4.11 (Sommer 89)

En todimensional ideal gas af N bosoner med masse m og spin 0 er indeholdt i en
beholder med volumen V = L2 hvor L er sideleengden af det kvadrat, inden for
hvilket bosonerne bevaeger sig. Trykket P er den kraft per leengdeenhed, hvormed
gassen pavirker beholderens overflade. Sammenhaengen mellem en partikels energi
¢ og impuls = (p,, p,) er givet ved

1

2 2
e=g (b tp)
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a) Find gassens energi £ og varmekapacitet per partikel ¢y = Cy /N ved tem-
peraturer, der er sa hgje, at gassen kan regnes for klassisk. Angiv gassens tilstands-
ligning i denne graense.

b) Benyt en raekkeudvikling, der er gyldig for hgje temperaturer, til at finde F
som funktion af temperaturen til laveste, ikke-forsvindende orden i Plancks konstant
h. Angiv gassens tilstandsligning og ¢y pa basis af den foretagne approksimation
for F.

¢) Giv en begrundelse for, at gassen ikke undergar en faseovergang ved lavere

temperaturer.

Opgave 4.12 (Vinter 89-90)

I et bestemt ferromagnetisk materiale er sammenhaengen mellem magnonernes energi

hw og belgevektor ¢ givet ved
w=wy+ Dig: + ngg + Dsq?, (1)

hvor wgy samt Dy, Dy og D3 er positive konstanter. Antallet af magnoner er variabelt
som for en gas af fotoner. Det oplyses, at antallet af magnontilstande i volumenele-
mentet dq er halvt sa stort som for fotoner. Det ferromagnetiske materiale antages
at udfylde et kasseformet volumen 0 < x < L, O0<y<L, 0<z<L.

Vi antager i det folgende, at kT < hwy, og at temperaturen ydermere er
tilstrackkelig lav til, at (1) kan benyttes i hele g-rummet.

a) Find magnongassens fri energi F'.

b) Bestem magnongassens entropi S og energi F.

Opgave 4.13 (Sommer 90)

Et ferromagnetisk materiale ved lave temperaturer kan beskrives som en ideal gas
af magnoner, dvs. Bose-partikler hvis antal er variabelt. Magnonernes energi regnes
for proportional med kvadratet pa deres impuls: (hq)? = h*(¢? + q; +q2) eller

ECT:DQZ ) 0§q§qmaks’

hvor magnonernes maksimale energi, W = Dg? ., er fastlagt ved at det totale antal
tilstande er \V.

a) Bestem tilstandsteetheden g(e) som funktion af energien € og parametrene N
og W. Find magnongassens fri energi F', entropi S og varmefylde C', som funktion
af T'1 graensen W/kT > 1.

b) Systemet patrykkes et magnetisk felt B, og magnonernes energi sendres til

6§:Dq2—|—A i A=2ugB.
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Find entropien S i greensen W > A > ET.
c¢) Systemet isoleres termisk ved temperaturen 7' i feltet B, hvorefter det indre
felt reduceres reversibelt til 0 (“adiabatisk afmagnetisering”). Find systemets slut-

temperatur 7j, under de samme forudsaetninger som ovenfor. Beregn veerdien af 7,
nar ' =1K, W/k =100 K og A/k = 13.4 K (svarende til B =10 T).

Opgave 4.14 (Vinter 90-91)

N ens atomer med massen M danner en linezer keede med leengden L. Atomerne kan
kun bevaege sig i kaedens leengderetning, og de enkelte atomer vekselvirker kun med
deres to neermeste naboer. Vekselvirkningens stgrrelse er givet ved kraftkonstanten
K. Dette system kan beskrives som en ideal gas af bosoner uden spin, hvor antallet af
bosoner er variabelt. Sammenhaenget mellem energien af disse bosoner, som kaldes

fononer, og deres bglgevektor ¢ er givet ved dispersionsrelationen:
€q = hwy = D|sin(qa/2)| ; —m/a<qg<m/a

hvor D = 2h(K/M)Y? og a = L/N.

a) Bestem tilstandsteetheden g(e), som funktion af energien £ og parametrene N
og D. Beregn den fri energi F' ved lave temperaturer (kT < D), i en tilngermelse
der medtager leddet kvadratisk i € i g(¢). Find de tilsvarende veerdier af entropien
S og varmekapaciteten C'.

b) Kvadratet pa fluktuationen af det i’te atoms position er

h? 1
—(1+2n,)

(Bu)? = {uf) = {)* = g 3

hvor n, er Bose-fordelingsfunktionen. Fononer med ¢ = 0 beskriver en ensartet
kompakt beveegelse af den linesere kaede. Forlanger vi at keedens massemidtpunkt
skal ligge stille (fluktuationen i massemidtpunktets position er N~Y/2Au) m4 ¢ for
de mulige fonon-tilstande opfylde |¢| > ¢, > 0. Giv en vurdering af ¢, og den
tilsvarende minimumsvaerdi gy af fononernes energi. Antag 7' = 0 og beregn (Au)?;
benyt at [1/[z(1 — 22)Y?]dr = In[{1 — (1 — 2*)¥?} /2],  og bestem Au/a og &
for atomer med massetallet 12 og a = 3.5 A (h*/Ma® = 0.028 meV), D = 10 meV
og N = 108.

Opgave 4.15 (Sommer 91)

De enkelte atomer i en ikke-vekselvirkende Bose-gas har en ikke-udartet grundtil-

stand med energien ¢ = 0, og et tre gange udartet niveau med energien ¢ = A.
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Atomerne har massen m. Der er N atomer i volumenet V', og T; betegner tempera-
turen for Bose-Einstein kondensationen.
a) Angiv tilstandsteetheden g(e) for fri-partikel Bose-gassen. Opstil udtryk der

bestemmer Tj i de to graenser, A/kTy — 0 eller co.

Et magnetfelt B pavirker ikke grundtilstanden men triplet-niveauet splitter op i tre
med energierne, A_ = A — B, Ag = A, og Ay = A+ fB. Gassens magnetisering
er M = —([N(A,) — N(A_)], hvor N(AL) er antallet af atomer i A_-tilstandene.

b) Find susceptibiliteten x = (OM/0B)_, i tilfeeldet T' < Ty < A/k, udtrykt
ved N, A, 3, Ty og temperaturen T

Opgave 4.16 (Vinter 91-92)

En gas af N Bose-partikler (s = 0) i volumenet V' har den egenskab, at de i samme
g-tilstand danner par hvis energi 2e; # 2¢, hvor ¢, = h?q%/2m er energien af en fri
partikel med massen m. — Er antallet af partikler i den gGte tilstand n; =1, 2, 3, ...
s L / / / /
er det tilsvarende energibidrag ¢, 2¢;, €, + 2¢;, 4e;, £, + 4e}, osv. —
a) Opstil tilstandssummen Z3, som bestemmer bidraget fra den gte tilstand til

det store termodynamiske potential €2, og vis at

1 4+ eu—eq) /KT
2y = 1 — 2(u—e)/kT

Angiv hvilke betingelse det kemiske potential ;1 skal opfylde, og hvordan €2 bestem-
mes af Z.
b) Vis at middelveerdien af ng, ved temperaturen 7', er bestemt af to bidrag

n; = a, +b,, hvor

1 2

ey S L T TE

Vis, f.eks. ved at benytte at entropien S = —9Q/9T = —(Q2 4+ uN — E)/T, at den
indre energi bestemmes af

E= Zae + e,

[ resten af opgaven benyttes €, = r &, hvor r er en positiv konstant uatheengig af .

c) Udled et udtryk for den temperatur 7j, hvor Bose-gassen begynder at kon-
densere.

d) Bestem antallet NV, af partikler i kondensatet og find varmekapaciteten C' (ved
det konstante volumen V'), nar T' < Tj,.
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5 Klassiske gasser

Opgave 5.1 (Vinter 84-85)

En ikke-ideal, klassisk, enatomig gas bestar af NV partikler i en beholder med rumfang

V. Partiklernes indbyrdes vekselvirkning er beskrevet ved den potentielle energi
U(T) = Uv()e_ﬁ/(f7

hvor Uy og a er konstanter, mens r angiver afstanden |r; — 75| mellem to partikler
med stedvektorer 7 og . Gassens temperatur er 7.

a) Find tilstandsligningen til laveste orden i Uy, idet partiklernes indbyrdes vek-
selvirkning betragtes som svag.

b) Bestem forskellen mellem varmefylden ved konstant tryk og varmefylden ved

konstant rumfang.

Opgave 5.2 (Sommer 85)

I denne opgave skal vi undersgge tilstandsligningen for en ikke-ideal gas. Vi betragter
en klassisk, enatomig gas bestaende af N partikler i en beholder med rumfang V.
Vekselvirkningen mellem to partikler er beskrevet ved den potentielle energi U givet
ved

U(r) =400 forr <rg

0g
6

U(r) = —UOZ—g for r > 7o,
hvor Uy er en positiv konstant og r afstanden mellem de to partikler.

a) Find tilstandsligningen til laveste orden i U.

b) Find (OP/OV )7 og (0°P/OV?)r ud fra resultatet i a), og vis at de fundne
udtryk ikke begge kan veere nul. Angiv udseendet af den van der Waals’ ligning, der
ved lave teetheder stemmer overens med den i a) fundne tilstandsligning.

¢) Find ud fra den i b) bestemte van der Waals’ ligning den temperatur, hvor
(OP/OV ) = (0*°P/OV?)7 = 0. Hvad er den fysiske betydning af denne temperatur?
Angiv dens stgrrelse for vaerdierne Up/k = 110 K og o = 3,8 - 1071 m. Veelg det
grundstof i det periodiske system, som du mener er bedst beskrevet ved denne model

og begrund dit valg.
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Opgave 5.3 (Vinter 85-86)

En klassisk gas bestaende af N atomer opgives at adlyde tilstandsligningen
P(V —b) = NkTe @/NKTV.

hvor a og b er positive konstanter, mens P,V og T som sadvanlig angiver tryk,
rumfang og temperatur. Find den temperatur, hvor (OP/0V )p = (0*P/OV?)p =
og diskuter en mulig fysisk fortolkning af konstanterne a og b for sma veerdier af

disse.

Opgave 5.4 (Sommer 86)

En klassisk enatomig gas bestar af N partikler i en beholder med rumfang V. Par-

tiklernes indbyrdes vekselvirkning er beskrevet ved den potentielle energi
U(r)=+4ocforr < Ry, U(r)=—Ufor Ry <r <Ry, U(r)=0forr > Ry,

hvor Uy er en positiv konstant, mens r er afstanden mellem to partikler.
a) Bestem tilstandsligningen til laveste orden i Up.
b) Find forskellen mellem varmefylden ved konstant tryk og ved konstant rum-

fang og sammenlign med resultatet for en ideal gas.

Opgave 5.5 (Vinter 89-90)

En klassisk gas af partikler med masse m bevaeger sig i to dimensioner. Gassens
temperatur 7" er sa hgj, at partiklernes hastighedsfordeling er beskrevet ved Maxwell-
fordelingen hgrende til bevaegelse i to dimensioner. Den kinetiske energi ¢ af en
partikel med masse m er e = mv?/2, hvor ¥ = (v,,v,) er partiklens hastighed. Find
middelveerdierne z og €2, og angiv veerdien af det dimensionslgse forhold

62—52
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Appendix A

Stirlings formel:

NN
N!~ —+v271N ; for N >1 (S.1)
e
eller
InN!~ (N+1)InN— N +1Inv2r. (5.2)

Er N > 1 kan man med god tilnzermelse erstatte kvadratroden i (S.1) med 1, jf.
opgave 1.4, og benytte

NN
N!:—N ; InN!~NInN — N. (5.3)
e

Gammafunktionen:

Gammafunktionen er defineret som

['(x) = / 2 le7%dz, (G.1)
0
og har egenskaben

[(z+1) =al(2). (G.2)
Denne ligning kan benyttes ved udregning af I'(x) for halv- og heltallige veerdier af

x ud fra
r3)=vr ; I'(l)=1 (G.3)

F.eks. er
I =T(G+1) =03 +1) =§- 4T = v (@)

og er x et helt tal (> 1) fas

I'z)=(x—-1)-(x—2)---1=(z—1)! (G.5)

Fermion-integral:

o0 xild 00 d
[T -2 @0 [T To—me (A
Boson-integral: /OO 2 =ID(z){(x) (x>1). (A.2)
o e —1

6 8

(2)=7% C4) =75 6) =55  <B®) =3ixm
((3)=2612 ((2)=1341 (¢(3)=1.202 ((5)=1.037
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